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Feuille d’exercices n°7

Exercice 1 : continuité des opérateurs auto-adjoints

Soit H un espace de Hilbert. Soit 7' : H — H une application linéaire telle que, pour tous
r,y € H:
(T'(z),y) = (z,T(y))

Démontrer que T' est continue.

Exercice 2 : bases hilbertiennes

Soit (E, (.,.)) un espace de Hilbert séparable, de dimension infinie.

1. Montrer qu'il existe une suite (e,)nen vérifiant les propriétés suivantes :
1. {en,emn) = 0 pour tous n # m
2. |len|] = 1 pour tout n

3. Vect{e,}nen = F

2. Montrer que, pour tout z € E, il existe une unique suite (v, (z))nen, telle que :

z= lim Y a,(x)e,
<N

N—+o00
n<

Que valent les o, () ?

3. Montrer que I'application ¢ : x € E — (a,())nen st un isomorphisme de E vers [*(N).

Exercice 3 : hyperplan fermé d’orthogonal réduit a {0}

1. Soit cyo(N) I'ensemble des suites réelles qui valent zéro a partir d’un certain rang. On munit
cet ensemble du produit scalaire (u,v) = 3 u,vy,.
neN

a) L’espace coo(N) est-il un espace de Hilbert ?
b) Soit :

fiué€cpN) — Z—

Montrer que Ker (f) est un sous-espace vectoriel fermé de co(N), tel que (Ker (f))* = {0}.

2. Soit E/ un espace pré-hilbertien non-complet quelconque. Montrer que E contient un sous-
espace vectoriel fermé F tel que F' # E et F* = {0}.



Exercice 4 : opérateurs de Hilbert-Schmidt

Soit H un espace de Hilbert.
On rappelle que si A est un opérateur continu de H dans lui-méme, on appelle adjoint de A
Popérateur A* tel que :

Vz,y € H, (Az,y) = (v, A"y)

1. Soient (e;)ier et (fj)jes deux bases hilbertiennes de H. Montrer que, pour tout opérateur
linéaire continu A de H dans lui-méme, on a

Yo lAell* =" 1A f]1%
i€l jeJ

En déduire que, si A est un opérateur linéaire de H dans lui-méme, la quantité

[Allns = (z ||Aez»||2)

el

est indépendante du choix de la base hilbertienne (e;);c;. Lorsque cette quantité est finie, on
dit que A est un opérateur de Hilbert-Schmidt. On notera HS(H) I'ensemble des opérateurs de
Hilbert-Schmidt de H.

2. Montrer que || - ||zs définit une norme sur HS, et que 'on a ||A||xs > |||A]|| pour tout A.

3. Si A et B sont deux opérateurs continus, montrer que 'opérateur Ao B est de Hilbert-Schmidt
des que 'un des opérateurs A ou B est de Hilbert-Schmidt.

4. Montrer que HS(H ), muni de la norme || - ||xs, est un espace de Hilbert.

5. Montrer que tout opérateur de rang fini est de Hilbert-Schmidt. Montrer que les opérateurs
de rang fini sont denses dans HS(H) (pour la norme || - ||xs).

On suppose maintenant que H = L*(X, ;1) olt y est une mesure o-finie sur un espace mesurable
(X,B). Pour K € L*(X x X, i ® ), on considere Popérateur sur H défini par

Ac(N@) = [ Ko,y f)duy)

[Une mesure o-finie est une mesure pour laquelle X peut s’écrire comme une union de sous-
ensembles de mesure finie. Cette propriété permet d’appliquer le théoréme de Fubini.]

6. Vérifier que Ax est un opérateur linéaire continu de H dans lui-méme, pour tout K €
L2(X x X, pu® p). A quelle condition est-il auto-adjoint ?

7. Soit (e;)ier une base hilbertienne de H. Montrer que la famille (e; ;) )ecr2 définie par
eij(z,y) = e;(x)e;j(y) est une base hilbertienne de L?(X X X, u ® p).

8. En utilisant les bases hilbertiennes (e;)ier et (e;;)(,j)cr2, montrer que

i)
| Akllrs = 1K | L2 (x x x uon)

pour K € L*(X x X, u® p). En particulier, Ax est un opérateur de Hilbert-Schmidt pour tout
Ke (X x X, n® pu).



9. Réciproquement, montrer que tout opérateur de Hilbert-Schmidt A € HS(H) est de la forme
Ak pour un certain K € L*(X x X,y ® ).

L’application K + Aj définit donc une bijection isométrique entre L?(X x X, p®@u) et HS(H).

Exercice 5 : dual de [P
Soit p € [1;4+o0]. Soit ¢ € [1;400] tel que %4— é = 1.
Pour tout v € 19, on définit :

L,: =R
+oo
U —>Zunvn

n=0

1. a) Montrer que, pour tout v € [, L, est une forme linéaire bien définie et continue sur 7.
[Indication : on rappelle I'inégalité de Holder : pour toutes uw € ;v € 19, on a ||uv||; <

[[ullplv]]q]
b) Montrer que ¢ : v € I9 — L, € (I?)' réalise une isométrie vers son image.

2. Montrer que ¢ est une isométrie (surjective) de 17 vers (I?)" si p # oo.

3. a) On suppose maintenant p = 0.
Montrer qu’il existe L € (I°°)" une forme linéaire continue telle que, pour toute u € [*° conver-
gente, on ait :

L) = Jip

[Indication : une conséquence du théoreme de Hahn-Banach affirme qu'une forme linéaire con-
tinue sur un sous-espace d’un espace vectoriel normé peut étre prolongée en une forme linéaire
continue sur ’espace normé tout entier (voir TD 5).]

b) En déduire que ¢ n’est pas surjective si p = oo.

Exercice 6 : topologies faible et faible-étoile

1. Soit (E,||.||) un espace vectoriel normé. On appelle topologie forte la topologie sur E en-
gendrée par la norme [|.||. On note E’ I'ensemble des formes linéaires continues sur E.

On appelle topologie faible sur E la topologie la moins fine pour laquelle tous les éléments de
E’ sont des fonctions continues de E dans R.

a) Montrer qu’une suite (z,)neny d’éléments de E converge vers z., pour la topologie faible si
et seulement si 1(z,,) "5 I(24) pour toute | € E'.

b) Donner un exemple d’une suite d’éléments de (I*(N), ||.||2) qui converge pour la topologie
faible mais pas pour la topologie forte.

¢) Montrer que la topologie faible et la topologie forte de E sont égales si et seulement si F est
de dimension finie.

2. On appelle topologie faible-étoile sur E’ la topologie la moins fine rendant continues toutes
les applications ¢, : f € E' — f(x) € R, ou x varie dans E.

a) Montrer que la topologie faible-étoile est moins fine que la topologie de la norme uniforme.
b) On note B la boule unité fermée de E’ pour la norme uniforme.



Montrer que, si on munit B de la topologie faible-étoile et F(Bg(0,1),[—1;1]) de la topologie
produit, alors I’application suivante est d’image fermée et réalise un homéomorphisme sur son
image :

T f€B = fispon € F(Bu(0,1),[~1;1])

¢) [Théoreme de Banach-Alaoglu-Bourbaki] En déduire que B est compact pour la topologie
faible-étoile.

Exercice 7 : espaces réflexifs

Soit (E, ||.]|) un espace vectoriel normé. On note £’ son dual topologique (’ensemble des formes
linéaires continues de E dans R) et E” le dual topologique de E'.
Soit J : E — E" 'application telle que J(x)(l) = I(x) pour toute [ € E'.

1. Montrer que J est une isométrie vers son image.

2. On dit que E est réflexif si J réalise un isomorphisme de E vers E” (c’est-a-dire, vue la
question précédente, si J est surjective).

[Attention, il ne suffit pas, pour que E soit réflexif, que E et E” soient isométriques. Il existe
des espaces isométriques a leur dual tels que J n’est pas une isométrie.]

a) Montrer que tout espace de Hilbert est réflexif.

b) Pour quelles valeurs de p l'espace [P est-il réflexif ?

[Indication : utiliser 'exercice 5.]



