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Feuille d’exercices n®9

Exercice 1 : différentielle du déterminant

Soit n € N*.

1. Montrer que I'application M € M,,(R) — det(M) est différentiable en tout point.

2. Calculer sa différentielle en Id.

3. Soit My € GL,(R). Calculer la différentielle de det en M,.

4. Soit My € M, (R). Calculer la différentielle de det en My en fonction de la comatrice de M.

Exercice 2 : différentiabilité des normes

1. Soit (H,||.]|) un espace de Hilbert. En quels points de H la norme est-elle différentiable 7
2. En quels points ||.||; est-elle différentiable sur R??

3. Soit E un espace vectoriel normé et €2 un ouvert. Soit d une distance sur 2. Montrer que
d(.,.) n’est pas différentiable sur Q.

Exercice 3 : fonctions homogenes

Soit £ € N. Soient E et F' deux espaces de Banach réels. Une application f : F — F' est
homogéne de degré k si, pour tout x € E et tout t € R, on a f(tx) = t*f(x).

1. On suppose que f est homogene de degré k et différentiable en-dehors de 0. Montrer que,
pour tout x #0 et t € R*, on a :

Af(2).0 = kf () af (tz) = 11 df (2)
2. Montrer qu'une application f homogene de degré k et de classe C* vérifie :

Vhe B, f(h) = ;ld’“f(o).(h, o h)

[c’est-a~dire que f est induite par une application k-multilinéaire.]

3. Cela reste-t-il vrai si f n’est pas de classe C*?

Exercice 4 : descente de gradient

Soit n € N*. On munit R” de sa norme euclidienne usuelle.
Soit f : R™ — R une fonction strictement convexe telle que f(z) — +oo lorsque ||z|| = +oo.

1. Montrer que f atteint son minimum sur R” et que le minimum est atteint en un point unique,
qu’on note x*.

[Indication : on pourra admettre qu'une fonction convexe de R"™ vers R est nécessairement
continue.]



On suppose maintenant que f est différentiable en tout point de R™. On fixe g € R" et o € RY..
On définit récursivement, pour tout n > 0 :

Tpi1 = Ty — aV f(z,)
2. On suppose que application x — V f(x) est L-lipschitzienne pour un certain L > 0 :
Va,y € R", IV f(z) = V)l < Lilz =yl

a) Montrer que, pour tout n, f(zn41) < f(2,) — [|Vf(2,)|[Pa(l — &2).
[Indication : écrire f(x,+1) — f(z,) comme une intégrale.]
b) On suppose maintenant que o < 1/L. Déduire de I'inégalité précédente que :

J(@as1) < S @)+ (Vf () a0 = ) = SV ()P
= @)+ 5 (len = "1 = Ifens - 2°]P)

¢) Montrer que, pour tout n € N*, f(x,) — f(z*) < 52 ||z — *|*.

— 2na
[Indication : Montrer d’abord que (f(z,))nen est décroissante puis sommer les inégalités obtenues

a la question précédente.]

3. On suppose toujours que z — V f(z) est L-lipschitzienne mais on suppose de plus que f est
m-fortement convexe pour un certain m > 0, c’est-a-dire que la fonction z — f(z) — Z|z||?
est convexe.

a) Montrer que, pour tous z,y :

F(4) > fa) + (VF(@),y — ) + Zlle =y

b) Montrer que, si « est plus petit qu'une certaine constante ne dépendant que de m et L, alors
il existe ¢ €]0; 1] tel que :

Vn €N, |0 = 27| < "||zo — 27|

Exercice 5 : intégration dans un espace de Banach

Soit (X, 1) un espace muni d’une mesure p finie. Soit E un espace de Banach.
Etant donnée une application f : X — E mesurable et un élément [ € E, on dit que :

1= [ f(@)du(z) 1

si, pour toute [ € E’, [ o f est intégrable et vérifie :
(1) = [ 1o f(@)dpz)

1. a) Montrer que s’il existe I vérifiant (1), alors un tel I est unique.



b) Montrer que I vérifie ||I]| < [ ||f(x)||du(z).

2. Montrer que si f est d'image précompacte, alors [ f(x)du(x) est bien définie.

3. Soit ¢ = {u € [*(N) tq u, — 0 quand n — +o00}.

a) Montrer que ¢y (muni de la norme ||.||s) est un espace de Banach.

b) Montrer que le dual topologique de ¢, est isomorphe & I' et donner un isomorphisme explicite
o1t — .

¢) Pour tout n € N, on note e™ la suite telle que :

e,gn)zosik#n

=1lsik=n

On définit f :]0;1] — co par f(t) = 2"e™ sit €]2- (1), 277,
Montrer que, pour toute [ € ¢, [ o f est intégrable.
d) Montrer que f, f(t)dt n’est pas définie.

Exercice 6 : théoréme de Sard

Soient m,n € N*. Posons © =|0; 1[™. Soit f: Q — R™ de classe C*.
On dit que = € Q est un point critique de f si df(x) : R™ — R™ n’est pas surjective. On dit
que y € R™ est une valeur critique de f s'il existe un point critique x € Q2 tel que y = f(z).

1. Dans cette question, on suppose que m = n = 1. Montrer que ’ensemble des valeurs critiques
de f dans R est de mesure de Lebesgue nulle.

[Indication : montrer d’abord que, pour tout € > 0, si U C € est un ouvert tel que |f'(z)| < e
pour tout z € U, alors A(f(U)) < eA(U) (ou A désigne la mesure de Lebesgue sur R).]

On suppose maintenant m = 2 et n = 1 et on va montrer le méme résultat. On note :

C1 ={z € Qtqdf(x) =0}
Cy={z € Qtqdf(z) =0et dfP(z) =0}

2. a) Soit D un carré inclus dans €. Supposons qu'il existe xy € D tel que df (o) = 0. Montrer
que, pour tout x € D :

IE:

— all?
1£() ~ flan)] < 2 sup 14 5
z€D

b) Montrer que f(C5) est de mesure nulle.
3. Soit zg € C; — Cy. Puisque d® f(z) # 0, il existe 7, j € {1,2} tels que :

2 f
8xi8xj

(7o) # 0

S _ of B
On suppose i = 1 et on pose p = B On a donc a—fl(xo) £ 0.
Soit h :  — R? 'application suivante :

M1, x2) = (p(a1, 22), 22)



a) Montrer qu’il existe un voisinage V de zy sur lequel h est un C*°-difféomorphisme vers son
image.

[Indication : utiliser le théoreme d’inversion locale.]

Notons V' I'image de V par h et posons g = foh™:V — R.

b) Montrer que h(V N Cy) C ({0} x R)yNn V.

c) Soit g; 'application telle que g;(t) = ¢(0,t) si (0,¢) € V. Montrer que si h=1(0,t) € C}, alors
t est un point critique de g;.

d) En déduire que f(C; NV) est de mesure nulle.

e) Montrer que f(Cy — Cy) est de mesure nulle.

4. Montrer que ’ensemble des valeurs critiques de f est de mesure nulle dans R.

[Ce résultat est vrai pour tous m,n € N* et peut étre démontré avec une méthode similaire
a celle que nous avons utilisée pour le cas m = 2,n = 1. Le fait que €2 soit borné n’est pas
nécessaire.

Le théoreme est encore vrai si, au lieu de supposer f de classe C*, on suppose f de classe C"
avec r > max(0,m — n).]



