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Exercice 1

Pour tous k, [, en notant 6, = 1 si n = 0[2N] et §,, = 0 sinon, on a :

)‘k)‘lN_l ikm(n+1/2)/N —ikmw(n+1/2)/N —ilw(n+1/2)/N ilr(n+1/2)/N
Z(ezﬂ’n _ ¢~ tkm(n )(6 ilm(n _ ilm(n )

(S, 1) = N e

n=0

N-1
_ A <€i(kfl)7r(n+1/2)/N _ iR m(n+1/2)/N _ ji(k+Dm(n+1/2)/N + efi(kfl)w(n+1/2)/N)
2N n=0

N-1
_ DY (ei(k—l)w(n—f—l/Q)/N B 6—i(l+k)7r(n+1/2)/N>
2N~

= )\k)\l((sk_lei(k—l)w/(2N) _ 5k+le—i(k+l)7r/(2N))

On a toujours 0y _; =0y =0sik#let 1 <k, I <N.

Donc (sg,s;) =0si k # 1.

Sik=1,onad, ;=1 0Onadpy=1sietseulementsik=1= N.On en déduit que ||s;||* = 1.
Quand on décompose un signal dans la base des sinus, il y a presque toujours des coeffi-
cients “hautes-fréquences” (c’est-a-dire k assez grand) non-négligeables. En effet, les coefficients
basses-fréquences sont petits en n = 0 et n = N —1. Si le signal auquel on s’intéresse ne s’annule
pas au bord, sa décomposition sur la base de sinus fera intervenir des hautes fréquences.

C’est ennuyeux en traitement du signal car il est plus facile de compresser ou d’interpréter un
signal qui est représenté par un petit nombre de coefficients.

Exercice 2

1. On prend la base g m [, 7] = gm[n]gm/[7']. On & (g, Gr) = (Gms 1) {Gmr, ). La base
est donc toujours orthonormée.
Pour un signal z[n,n'] avec 0 <n,n’ < N, on a :

(@, gmanr) = Dt gl g '] = 3 (2l 7], gim) g ]

nl

On calcule donc, pour tout n', la décomposition de z[.,n'] sur la base g (c’est-a-dire qu’on
calcule I'ensemble des a[n’,m] := (z[.,n'], gm)). Puisqu’il y a N valeurs pour n’, cela nécessite
NC(N) opérations.

Ensuite, les (z, gym) s'obtiennent comme les coefficients des a[.,m] sur la base g. On a donc
encore NC(N) opérations.



Il y a donc au total 2NC(N) opérations.

2. La base de Fourier a deux dimensions est obtenue de cette maniere et la transformée de
Fourier rapide a deux dimensions se calcule de maniere séparable a partir de la transformée de
Fourier rapide a une dimension.

Exercice 3

1. Le cours dit que, si D,, est I'erreur quadratique engendrée par la quantification de A, la
quantification optimale (D,, restant fixée) est la quantification uniforme, qui minimise ’entropie
avec H, = Hy[A,] — 3log,(12D,,).

L’entropie de (A, ..., Ay) (de maniere équivalente, le nombre de bits nécessaire pour le codage)
est donc :

-y (Hd[An] _ ;log2(12Dn)>

Un autre théoreme du cours dit que, la somme des D,, (c’est-a-dire la distorsion totale) étant
fixée, le choix qui minimise I’entropie est de prendre tous les D,, égaux & D/N (ou D est la
distorsion totale). On a alors :

N — N
H=> HyA,) - Elog2(12D/N) =NH,;— Elog2(12D/N)

Lorsque D est fixée, choisir la base de fagon a ce que I'entropie soit minimale revient donc a
minimiser H .

2. a) Clest log,(v/2me) + log,(c) (voir la question 1.b) de l'exercice 5).

b) Hy = log(V2re) + 5 logs (0)

c¢) On vérifie que 02 = (g,, Kg,) : si on note (uy,...,uy) les coordonnées de g, dans la base
canonique 02 = FE({g,, X)?) = E((ijXkuk)Q) = kZ;UkUlE(Xle) = kZ;UkUlKk,l = (gn, Kgn).
D’apres la question b), il faut minimiser > log2(<;n) = %;10&(02),’ ce qui revient & minimiser

S 1ogs({gn, K gn)). Puisque log, est strictement concave, le résultat découle de la question 3.

3. Soit (ey,...,ex) une base orthonormée de vecteurs propres de K (elle existe car K est
symétrique et positive). On note Ay les valeurs propres associées.
Pour tout n, on écrit g, = Y ajex.

3

La matrice (o} )1<kn<n est orthogonale : ¢’est une matrice de changement de base entre deux
bases orthonormeées.

Alors 3 0({gn, Kgn)) = 3¢ <Za22)\k>. Puisque Saf? = 1 (car les g, sont de norme 1) et
n<N o \E 3

puisque ¢ est concave :

z;v¢<<gna Kgn)) > z;a22¢<Ak>
= Zk:ﬁb(/\k)

(car Yo% = 1 pour tout k)



L’égalité est atteinte si et seulement si on a 1’égalité dans 'inégalité de concavité, c’est-a-dire
qu’il faut, pour tout n, que tous les Ay tels que o} # 0 soient identiques, ce qui revient a dire
que g, est un vecteur propre pour la valeur propre Ag.

Exercice 4

1. Soit G telle que G est affine sur [yx_1;yx|, pour tout k, et envoie yg_1 sur gx_1 et yy sur J.

Pour tout k =2,.... K — 1, on a G(az,) = G (yk 12”’“) — Gl 1)+G(yk) — Uk 12“”“ = Q.

Sur | —o0o; y1], on ch0181t G affine de sorte que G(y;) = 9 et G(al) = a;. De méme sur [yg; +oof.
Pour tout ¢ € R, si on note k l'entier tel que t € [yr_1;yx], alors G(t) € [fr—1;7s] donc
QGH) =aretona G loQoG(t) =G Yap) = ar = Q(t).

Sur l'intervalle [yx_1;yx], on a G'(t) = % C’est en particulier vrai pour t = ay.

2. L’hypothese que Q et Q sont des quantificateurs haute résolution fait qu’on peut supposer
que p est nulle en-dehors de [y;; yx_1] (et constante sur [yx_1;yx| pour tout k).
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On a utilisé le fait que gx — Jr_1 = % car la subdivision (7 ) est uniforme.
3.
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donc :
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Ainsi :



L’égalité est atteinte si G’ est proportionnelle & p'/? (cas d’égalité de I'inégalité de Holder).
~ . ~ N2
b) Pour @, on a D ~ % (cela se déduit de la question 3., pour G’ = 1), ce qui peut étre
nettement plus grand si p n’est pas a peu pres constante sur [J1; x_1]-
Exercice 5

1. a) L’expression de D étant donnée dans 'énoncé, il suffit de calculer ([ p(z)"/ de)d
On a p(r) = %6’5”2/(2‘72).
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Donc D ~ =575 = 55027,

On a alors C' = @
b) On sait que le nombre de bits moyen optimal est a peu pres I'entropie de la variable aléatoire
quantifiée, soit (en reprenant les notations de I'exercice précédent) :

K-1

Ropt = —]; P(ax) logy(P(ax))

avec P(ay) = plar)(ye — Yk—1)-
D’apres la question 4.a) de l'exercice précédent, la subdivision optimale est obtenue lorsque G’
est proportionnelle & p'/3, ¢’est-a-dire lorsque G’ = ap'/? pour un certain réel a.
Le réel a est tel que :
Yk—-1 , _ _
/ G'(v)dr = g1 — T
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c’est-a-dire :
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donc, lorsque K augmente, R, est égal a log,(K'), a une constante pres. On ne peut donc pas
utiliser significativement moins de bits.
¢) Pour un quantificateur uniforme, le cours dit qu’on a :

A2

D="=
12

ou A est le pas de subdivision.
D’autre part, toujours d’apres le cours, 'entropie (donc le nombre de bits moyen utilisé pour
le codage) vaut, lorsque le quantificateur est uniforme :

1

Il faut donc calculer I'entropie différentielle Hy :

Hd:/p . log( (:c))d:c
_ / \/_ 1og2 (e_x;/:; )> dx
S EaME

e_xz/Q e~ T /2
= — \/%logQ(\/_)dx—k/ \/_logQ( o)dz
= log,(V/2me) + logy (o)

On a donc :
R =log,(Vv2me) + logy(o) — logy(A)
— A= 210g2(\/%)+10g2(0' -R \/_0_2 R
On a alors :

e _
D ~ 70_22 2R

Pour un taux de codage de R, la distorsion quadratique est donc aussi en C’'0?272%, mais on
peut vérifier que C" & 1,4 alors que C' = 2,7. Le codage uniforme est donc meilleur (le cours



indiquait qu’il était optimal); il permet, & nombre moyen de bits égal, de réduire la distorsion
quadratique d’un facteur constant.

2. a) Pour un R; donné, la quantification qui va minimiser la distorsion D; sera la quantification
uniforme. D’apres la question 1.b), on aura :

e

Di%
6

02-22*2&

Il faut donc minimiser 2%032*2&, sous la contrainte que R, + ... + Ry = NR.
1

Il faut donc minimiser 201-22*2&'. Par I'inégalité arithmético-géométrique :
(2

1/N YN
202-22_2& >N <H052_2R2> =N (HO’?) 9 2R

L’égalité est atteinte lorsque tous les 02272% sont égaux (c’est-a-dire lorsque le pas de subdi-

vision est le méme selon chaque coordonnée).
La distorsion minimale vaut donc :

1/N
D~ ”ZN (Haf) 9-2R
b) Tous les R; sont égaux & R. On a alors :
D =YD,
e 26-2R;

- (so)e

i

1/N
C’est donc moins bon que le quantificateur de la question précédence, car (Haf) < %Zaf
(] K3

La différence entre les deux quantificateurs est surtout sensible lorsqu’il y a de grandes variations
entre les o;.



