Ecole Normale Supérieure Traitement du signal
19 février 2015

Feuille d’exercices n°1-2
Corrigé

Exercice 1

1. La transformée de Fourier de f est bornée. En effet, pour tout w € R :
£ +oo —iwt
el ={[ " e a

< [ 1pwe

|
= [ 1f@)ldt < +o0

De plus, f est continue, par le théoreme de convergence dominée. En effet, si on note F'(t,w) =
f(t)e™™ la fonction F est continue selon w. De plus, pour tous ¢, w :

|E(t,w)| = /()]

Puisque ¢t — |f(t)| est une fonction intégrable qui ne dépend pas de w, les hypotheses du
théoreme de convergence dominée sont vérifiées et on en déduit que la fonction w — f(w) =
Jg F(t,w)dt est continue.

2. a) Pour tout w :

donc f est paire.



b) Pour tout w
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_ e—iwto/ f(t/)e—z‘wt’dt/
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= 0 f(w)

= / fl(t)e™“tdt

[ —uut +o0 /f —zwt
w /}R f(t)e ™“tdt
iwf(w)

b) Posons F(t,w) = f(t)e"™* pour tous w,t € R. Cette fonction est de classe C' selon w. Sa
dérivée selon w vaut 9, F(t,w) = —it f(t)e ™"

Pour tout w, |F(.,w)| < |f|. De plus, |0,F(.,w)| < |g|. Puisque f et g sont intégrables, on peut
appliquer a F' le théoreme de dérivation sous le signe somme :

- /R OLF (t,w)dt
— (=) /R EF(E)etdt
= (—1)9(w)



Exercice 2

~

1. Soit t fixé. Posons F(w,¢€) = f(w)ei“’te_(ew)Z, pour tout (w,e) € R x RT. Cette fonction est
continue selon e.

De plus, pour tout €, |F(.,€)| < ]f| Comme on a supposé que \f| était intégrable, on peut
appliquer le théoréme de convergence dominée : € — [, F'(w, €)dw est continue.

En particulier, lorsque € tend vers 0 :

/f(w)eiwte_(gw)zdw%/f(w)ei“tdw
R R

2. a) Notons h cette fonction.

R
_GW/e) VT _u2ue
€ €

b) En définissant A comme en a) :

1 ; 1
27/ f(w iwt 7(60.} dw = 27/ /f 7zwudu zwtef(ew)Zdw
T™JR ™
21// ew)2 z(u—t)wdwdu
= g/Rf(u) /Re_ w) e_i(“_t)wdw> du

_ ;T/]Rf(u)ﬁ(u ~ t)du

1 2 2
-t —(t—u?/(4€) 4
e S0 '

_ /Rf(u)ge(t —u)du = f % ge(t)

/ g ()t = / L e dt
R \/_ 2€
1



fxge(t) = f(t) = frge(t) /ge
—u2/(4e?)

—u2/ 4¢€?) e
_/f du—/Rf(t)Zﬁg du

e~ (/267 qy
— /R(f(t = 26(u/26)) = f()— =5

= [0t = 269) = 1)~

Posons, pour tout (s,¢) € RxRT, F(s,e) = (f(t—2es) — f(t))e:/; :
selon €. De plus, pour tous € et s :

_g2

W@xﬂéwﬂmiﬁ

*52 . 2’ s .
La fonction s — 2||f ||0067 est intégrable et ne dépend pas de e. On peut donc appliquer le
théoreme de convergence dominée : la fonction € — [ F(s, €)ds est continue.
En particulier, quand € — 0 :

[t =209 = r) =

Donc f * g.(t) — f(t) — 0 quand € — 0.
c¢) La combinaison des questions 1., 2.b) et 3.b) donne le résultat.

—/RF(s,e)ds—>/RF(s,O)ds:0

4. a) Elle est bornée car :
0< H(y) < [ (bt =yl +|a@))dt =2 [ |a(t)]at < +00

Montrons qu’elle est continue. Supposons que le support de h est inclus dans [—M; M]. Notons
[|]] le maximum de la dérivée de h.
Soit yo € R quelconque. Montrons que H(y) — H(yo) quand y — .

[H(y) = H(yo)| = | [ (At = 9) = b(®)] = |A(t = o) = h(O)) dt

</\ht— h(t — yo)|dt

M+max(|yl,|yol)
-/ 1t = ) = h(t = yo) dt

M—max(|y|,|yol)

M+max(jyllyol)
</ 1] 1ocly = yoldt
M—max(|yl,|yol)

< 2(M + max(|yl, o)A lsoly — yol = 0



b) Pour tout ¢, comme on I’a vu en 3.b) :

hox gu(t) — h(t) = / (h(t — 2es) — h(t))
R
donc, lorsque € tend vers O :

s g =il = [ |hx gu(t) = h(t)]at

h(t — 2es) h(t))e\/%

//|ht—2es ()y\;

S

NG

ds| dt

ds

S/HQES
R
—0

La derniere ligne est une conséquence du théoreme de convergence dominée, appliqué a (s, €) —

2 s
H(2es)“—, qui est dominée par s — ||H ||~

c)

||ge*iz||1:/ g = h(t)

t—udu dt

<//g6 VAt — w)|dudt

= 11All ] go(w)du

d) Soit (h,)nen une suite de fonctions de classe C! et a support compact qui converge vers h
dans L'(R).
Soit n > 0 quelconque. Soit n tel que ||h, — hl]; < n/3.

|[ge T — B[l < [lge % B — ge % Bnl|1 + [|ge % B — B[|1 + (R — Al[x
= [|ge * (h = ha)l[1 + [1ge ¥ B — Bn[1 + || A — h[]1
< |1ge * hn = hn[l1 + 2[| Ay — A1
< |lge * ho — hallr +21/3

D’apres la question a), ||ge * hy, — hy|l1 — 0 quand € — 0 donc, pour tout € assez petit :

||ge*h_h||1 <n



e) D’apres la question précédente, f * g1/, converge vers f dans L' lorsque n — +o00. D’apres
I'indication, il existe une extraction ¢ telle que f * gi/4(n) converge vers f presque partout.
D’apres les questions 1. et 2.b), on a, pour tout t :

1 oo .
[ grypm) (t) — py /_ fw)e™ dw

Donc, pour presque tout ¢ :
1 ftoo . A
— / flw)e™dw

1) = 5

Exercice 3

1. a) Soit ( fn)neN une suite de fonctions C! et & support compact convergeant vers f dans L.
Pour tout n, f, tend vers 0 en +oc. En effet, d’ d’apres la question 4.a) de l'exercice 1, F(w) =
iw fn(w). D’apres la question 1. de 'exercice 1, f’ est bornée sur R. Donc f,,(w) = - f’( ) tend
vers 0 quand w — +o00.

Puisque || f — flloo < |[fn = fIl1s (fa)nen converge uniformément vers f. La convergence étant
uniforme, on peut intervertir les limites :

i ) =t (lim f(@) = tim (i fo(w)) =0
De méme en —oo. R

b) D’apres le a), si h € L', alors h(w) — 0 quand w — +0o0.

Notons cp et cq les coefficients dominants de P et ). Quand w — 400 :

- lcplw?  lep| -
( ’ -~ _ &Pl p—q
lcolwt  eq

Ceci tend vers 0 si et seulement si p < q.

2. Quitte a diviser par le plus grand dénominateur commun, on peut supposer que P et () n’ont
pas de racine commune.
On peut écrire :

:1:[1()(_

ou les A, sont les racines (distinctes) de @ et les D,, leurs multiplicités.
P

On peut décomposer o en ¢léments simples : il existe des complexes o, 4 tels que :

as - — z_ri()\naj’é()d

o
i[>

Il n’y a pas de terme polynomial dans la décomposition en éléments simples car on a vu que le
degré de P était strictement inférieur au degré de Q).
En évaluant pour X = iw, on a le résultat demandé.



Pour tout n, ®(\,) # 0, sinon Q a une racine imaginaire pure et s a un pole (puisqu’on a
supposé que P et () n’avait pas de racine commune, si Q(iwy) = 0, h diverge en wp). Clest
impossible car h est la transformée de Fourier d'une fonction de L! donc est continue sur R.
3. a) Remarquons d’abord que, si R(A) < 0, h,\ décroit exponentiellement quand || — oo
donc h,  est dans L' et sa transformée de Fourier est bien définie.

Commencons par le cas ou p = 0.

iz ( _ Foo At —iwtdt
ox(w) = ; ete

B [e(A—iw)t‘|+w B 1

)\—iwo A — w

—

Traitons maintenant le cas p € N. On sait que t7f(t) = f(p). On peut donc vérifier par
récurrence que, pour tout p :
ST

N S a—
hIL)\(M) - ()\ _ iw)PH (p)
b) hya(t) = (—=1)Ph, _»(—t) donc, d’apres le calcul de la question précédente (et en utilisant le

fait que, pour toute g € L, g(—.) = g(—.)) :

(e B (1
fpaw) = (=1) (=X +iw)Ptt (A — iw)Pt!

(!

&
>
£
I
SNy

Z(—l)d_led%hd,l’,\n (w) (ol €q vaut 1 si R(\,) < 0 et —1 sinon) donc :
2 i

ZZd 01 ha-1,(t)

4. Le filtre est causal si et seulement si h(t) = 0 lorsque ¢ < 0.
D’apres la question précédente :

VE<0,  ht)= > Zd td“n

ntq R(A,)>0 d (

Pour que cette derniere fonction soit identiquement nulle, il faut et suffit que a,, ¢ = 0 pour
tout n tel que R(A\,) > 0.

C’est équivalent au fait que h est une somme de 5 avec () < 0 pour tout n. C’est donc
équivalent au fait que tous les poles de P/(Q) sont de partle réelle strictement négative.

Dans ce cas, h est une somme de fonctions de la forme tpe’\tltzo. Il s’agit donc d’une fonction
de L' (c’est-a-dire stable).

La condition que les poles de P/Q soient de partie réelle strictement négative est donc équivalente
au fait que le filtre soit causal et stable.

5. Ecrivons @ comme produit de polynémes de degré 1 : Q(w) = ¢ [1(w — An).
Pour tout n et tout w € R, |iw — A\, |*> = [iw — A\, > = Jiw + A\ [



Pour tout n, posons pi,, = A, si ®(\,) < 0 et p,, = —\,, sinon. D’apres la remarque qui précede,
|iw — An|? = |iw — pp|? pour tout n. De plus, R(p,) < 0 pour tout n. .
Posons @ = cq [T(w — p1n). Alors, pour tout w € R, |Q(iw)* = |Q(iw)[*. Notons h la fonction

telle que :
S Pl
VweR, hw)= L)
Q(iw)

D’apres ce qui précede, h etjz ont la méme fréquence spectrale. Puisque les u,, sont de partie
réelle strictement négative, h est stable et causal, d’apres la question 4.
Le polynome @ est toujours a coefficient réels. En effet, si @) est a coefficients réels, on peut
écrire Q(X) = [1(X — AINTI(X — AD) (X — A2),), ot les A(M) sont les racines réels de Q et les

n n

A;Q),Wn sont celles qui ne sont pas réelles. On vérifie alors que :

QX) = TI(X — )T = 1) X — u®,)

n n
Donc @) est aussi a coefficients réels.

Exercice 4

1. a) Seule la partie réelle de la transformée de Fourier est représentée. On a pris wy = 150 et
vo = 500.

0 L L L L L L L L L ~0.01 L L L L L L L L L
-1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000 -1000 -800 -600 -400 -200 0 200 400 600 800 1000

b) On note h(t) = 2g(t) cos(vt). On a alors h(t) = 2f(t) cos*(vot) = f(t)(1 + cos(2ut)).
Puisque cos(2vt) = %;_QW, la transformée de Fourier de f : t — f(t)cos(2upt) est w —
f(w+2v0)+f (w=2v0)

5 :

Son support est donc inclus dans [—2vy — wp; —21h + wo| U 219 — wo; 21 + wp). Puisque vy > wy,
ce support n’intersecte pas [—wo; wo].

Notons 7 le filtre dont la transformée de Fourier est §(w) = 1[_ywe. On a f*~ =0, puisque
la transformée de Fourier de /f\* 7y est fﬁ =0.

En revanche, fxy = fcar fxvy= fy=f.

Donc f = f 7+ f v = h*~. Pour démoduler, il suffit de multiplier g par 2 cos(rpt) (ce qui
donne h) puis de convoler par 7.

2. a) Le signal g est représenté en bleu et le signal h en magenta.
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b) Le signal h est a peu pres égal a < lenveloppe > de g, c’est-a-dire qu’on a a peu pres
h(t) = |1+ f(t)|. Si|f(t)| <1, on a alors h(t) ~ 1+ f(¢), donc on peut reconstruire f a partir
de h en lui soustrayant simplement 1.

Si|f(t)| £ 1, on n’a pas nécessairement 1+ f(¢) > 0. Aux endroits ou f(t) est inférieure & —1,
onah(t)~ f(t) — 1 et non h(t) = 1 — f(t).

c) Si 1/7 3% wy, la fonction exponentielle e /7 peut décroitre plus lentement que f ne varie et
h risque de ne plus suivre I’enveloppe de g, comme sur la figure qui suit.

| 1 1
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

Si 1/7 & vy, le signal h est oscillant (de fréquence 1g). Sa composante basses fréquences est
toujours proportionnelle a |1 + f| mais elle est moins audible.




Exercice 5

1. La transformée de Fourier de f; est 7 (0_u, + 0., ). Elle est a support dans [—-3F; —2F| U
[2F; 3F). o

La transformée de Fourier de fy est G + D. Elle est a support dans [—F’; F].

La transformée de Fourier de f3 est :

fi(w) :/ng(t)e_mdt

= [ S e Glr) - D)) e

[\

((G = D)(w — 2wp) + (G — D)(w + 2wp))

DO | —

La fonction (G — D)(w — 2uwyp) est & support dans [—F + 2wq; F 4 2wo] C [3F; TF] et la fonction
(G — D)(w + 2uwyp) est & support dans [—F — 2wy; F — 2wp] C [~7F; —3F]. Le support de f; est
donc inclus dans [-7F; —3F| U [3F; 7F].

Les trois supports sont bien disjoints.

2. De méme que précédemment, §(¢) = 1 ( Fa(t — 2wo) + f5(t + QwO)). En utilisant I'expression
trouvée a la question précédente, on obtient :

$(w) = i(é — D)(w — 4wp) + =(G — D)(w) + i(é — D)(w + 4wy)

l\'J\H

La fonction 7 (G D)(w + 4wy) est & support inclus dans [—13F; —7F] et i(@ — D) (w —4wp) &
support inclus dans [7F; 13F]. Puisque G— D est a support dans [—F; F], on a, pour tout w :

$@)rn () = 5(C - D))

On pose h(w) = Li_pypy(w).
3. On définit h comme dans la question précédente. On définit [; et [ les filtres passe-bandes
correspondant aux transformées de Fourier suivantes :

Zl (w) = l-3r;—2r) (w) + l2r3m (w)
la(w) = 1i_7p,—3p)(w) + Ligprr)(w)

On calcule G(t) + D(t) = h = f.

On calcule cos(wopt) =1y + f.
2(wot) = W
)=

On calcule cos
On calcule f3(t) = Iy %

On calcule g( ) = cos (wgt)fg( ) = 5 cos(2wot) f3(t) + 5 f5(t).

On calcule (G — D) = hxg.

- On calcule G WG+ D)+23(G—-D)et D=3(G+D)—-21G-D).

2
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4. Notons ¢ la fonction dont la transformée de Fourier est pl,>o. Puisque p est réelle :

vr € R, p(—x) = p(x)

On a donc p(x) = §(x) + §(—x), c’est-a-dire p = ¢ + q.
Cela donne :

f=a+7+2((P+2a’+7)G+(1—¢—2l¢> —7°)D)
=2¢°(G — D) +q+ (2q|*G + (1 — 2|¢|*) D) + q + 2¢*(G — D)

Calculons les supports des transformées de Fourier des différentes fonctions apparaissant dans
cette expression. On utilise le fait que, si g; et g sont deux fonctions telles que g; est a support
dans [A;; By] et g2 est a support dans [Ay; B, alors gigo = %gl * g9 est a support dans
[A; + Ay; By + Bs).

La transformée de Fourier de ¢ est a support dans [4F;6F)|. La transformée de Fourier de
¢*(G — D) est donc a support dans [3F; TF].

De méme, la transformée de Fourier de g*(G — D) est a support dans [-7F; —3F].

La transformée de Fourier de (2|g|*G + (1 — 2|q|*)D) est a support dans [—2F;2F].

On utilise pour 'algorithme de reconstruction les filtres hq, ho, l1, [ suivants :

hy = L—2rr) hy = l-3r3r)

Z1 = 1[_3F,—2F|U2F;3F] ZQ = l|_7r,_3F|UBF;7F)

Un algorithme de reconstruction est alors :
- On calcule f *h; = (2|¢]*G + (1 — 2|q|*) D).
- Oncalculep=q+qg=1*f.
- On calcule p? = @* + 2|q|* + ¢° puis ¢* + ¢* = p? x Iy et 2|q|? = p* x Iy.
- On calcule 2(¢* +¢*)(G — D) =ly % f.
- On caleule g = (72 + ¢°).2(¢> + 7°)(G — D) = 2(7* + 2lq|* + ¢*)(G — D).
- On calcule 4|q|*(G — D) = hy * g.
e
- On calcule D = (2\q|2(;4+ (1—2|g*) D) — dLE-E),
- On calcule G = D + 4d2(G=D)

(21a2)? |
Dans le cas ol p(t) = cos(wgt), on a g(t) = 3e™°* donc |g(¢)[* = § ne s’annule pas.

Exercice 6

1. On a F(t) = cos(2m f,t) cos(B sin(27 f,,t)) — sin(27 f.t) sin( S sin(27 fi,t)).
Notons fi(t) = cos(5sin(27 fiut)) et fo(t) = sin(5 sin(27 f,,t)). Puisque ces fonctions sont 1/ f,,-
périodiques et de classe C*, elles peuvent s’écrire sous la forme :

1) 27ifm . 2) 2mifm
filt) =Yg et fy(t) = 3 afP et

lEZ l€Z

11



et les séries convergent normalement : Z|al(1)| < 400 et Z|al(2) | < 4o0.
I I

1/ fm )
al(l) — fm/o fl (t)e—27mfmltdt

_ ;ﬁ /0 ) 2 f))e

Lo 1 —psinge —i(lt+Bsin(t
:%/O §<e ( (1) 4 il )Y

= SCA(B) + A(~5)

et :
1/ fm :
al(2) — fm/o f2<t)e—2mfmltdt

_ L /2” 1 (e—i(lt—ﬁsin(t)) B e—i(lt-i-ﬁsin(t))) di
27r 0o 2t

21(#(5) — Ji(=P))

Remarquons en faisant le changement de variable v <+ —u que :

1 2 ) . 1 2 . .
Jn(_x) — 7/ efz(nu+xsm(u))du _ 7/ 671((7n)uf:tsm(u))du — J,n(l’)

21 Jo 21 Jo

On obtient donc :

f1(t) )+ D> ((B) + J_i(B)) cos(2m fnlt) = > Ji(B) cos(2m filt)
fa(t) = ZEZN*ZI?(B) — Ji(B)) sin(27 fmlt) = %%leez ) Sin(27 fralt)
Dot
— SOUU(B) (cos(2m fut) cos(27 frnlt) — sin (27 fot) sin(27 fult))
= ng ) cos(27(f. + Lfn)t)

2. On veut notamment pouvoir reconstruire f lorsque f(t) = cos(27 f,,t), avec f,, €

Dans ce cas, le signal transmis est le F'(t) = cos(2n f.t + sin(27 f,,t)) de la question 1. D’apres
la question 1., cette fonction F' a un spectre a raies, avec des pics aux fréquences £27(f.+kf,)

pour tout k € Z.

Le coefficient des pics de fréquences 27 f. et —27 f. ne dépend pas de f. Si on veut identifier
f (c’est-a-dire, ici, f,), il faut donc que la bande de fréquences transmises de F' contienne au

moins 'un des 27(f. + k f,,) pour k € Z — {0}.

Ceci étant vrai pour tout f,, € [—— —] la bande de fréquences transmise doit étre de largeur

au moins A/2.
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Exercice 7

~ ~

1f1[ a;al — 3 f 1 aa]

Comme 1(_gq(w) = [, e"“*dz = 2524 "cela donne
m _ f* <w N SIH(CLW)>
w

eiwot_;'_efiwot

3 et puisque la transformée de Fourier de la fonction x — e!®

2. Puisque cos(wpt) =
est le dirac 27d,, on a :

Fitaav) = (10, + 70« (10 2220 ) )
sin(a(w — wp)) N sin(a(w + wp))

w — Wy w + wo

Pour a assez grand, la transformée de Fourier a bien deux < pics >, comme celle de f, mais les
valeurs en-dehors des pics ne tendent pas vers 0 quand a — +oo. L’approximation de f fournie
—_—

par fli_qq n’est donc pas satisfaisante.

3. Calculons les transformées de Fourier de ces fonctions.
Pour la fonction de Hann :

Wo(w) = / " Wa(t)e “tdt

—a

1 ra ) i(m/a—w)t i(—m/a—w)t
= — <€ZWt + ¢ te dt

2J-a 2
1 (2sin(wa) N sin(m —wa)  sin(mw 4+ wa))
7r/a— T/a+w
_ sin(wa) (2 1
B <w 7r/a— 7T/CL+QJ>

7T/a)2s wa)
w(m/a— )(W/a+w)

Pour la fonction de Hamming :

Wo(w) = / W (t)e

—a

2asin(wa) L sin(m —wa)  sin(m 4 wa)
+{ )< T/a—w T/a+w )

20(m/a)? + 2(1 — 2a)w?

w(r/a —w)(r/a+ w)

La figure suivante montre la transformée de Fourier de la fonction de Hann (en bleu) et de celle
de Hamming (en rouge), pour a = 20 et a = 0.54.

= sin(wa)

13
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La transformée de Fourier de la fonction de Hann décroit en (5)2 ﬁ (la raison pour laquelle

elle décroit plus vite que la fenétre des questions 1. et 2. est qu’elle est beaucoup plus réguliere :
elle est C! alors que la précédente n’était méme pas continue). Aw constant, W, (w) décroit en
a~2 lorsque a tend vers +o0.

On n’a donc pas avec W, le probleme qu’on avait dans la question 2 : si on s’en sert pour
évaluer la transformée de Fourier d’une fonction dont la transformée de Fourier est composée
de diracs (ou, plus généralement, de pics) assez espacés, la transformée de Fourier approximée
sera bien composée de pics, avec des valeurs entre les pics qui tendront rapidement vers 0 en
+00.

La fonction de Hamming n’a pas cette qualité (car elle n’est pas continue). En revanche, le fait
de prendre a # 1/2 permet de diminuer 'amplitude de la premiere bosse de W, apres la bosse
principale.

Elle est donc plus adaptée au cas des fonctions dont la transformée de Fourier contient des pics
assez proches en fréquences. On pourra distinguer ces pics pour une valeur de a plus petite que
celle qu’on devrait prendre avec une fenétre de Hann.
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