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Exercice 1

1. La transformée de Fourier de f est bornée. En effet, pour tout ω ∈ R :

|f̂(ω)| =
∣∣∣∣∣
∫ +∞

−∞
f(t)e−iωtdt

∣∣∣∣∣
≤
∫ +∞

−∞
|f(t)e−iωt|dt

=
∫ +∞

−∞
|f(t)|dt < +∞

De plus, f̂ est continue, par le théorème de convergence dominée. En effet, si on note F (t, ω) =
f(t)e−iωt, la fonction F est continue selon ω. De plus, pour tous t, ω :

|F (t, ω)| = |f(t)|

Puisque t → |f(t)| est une fonction intégrable qui ne dépend pas de ω, les hypothèses du
théorème de convergence dominée sont vérifiées et on en déduit que la fonction ω → f̂(ω) =∫
R F (t, ω)dt est continue.

2. a) Pour tout ω :

f̂(ω) =
∫
R
f(t)e−iωtdt

=
∫
R
f(−t)e−i(−ω)(−t)dt

=
∫
R
f(t′)e−i(−ω)t

′
dt′

= f̂(−ω)

donc f̂ est paire.
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b) Pour tout ω :

f̂(ω) =
∫
R
f(t)e−iωtdt

=
∫
R
f(t)e−iωtdt

=
∫
R
f(t)eiωtdt

=
∫
R
f(t)e−i(−ω)tdt

= f̂(−ω)

3.

ĝ(ω) =
∫
R
g(t)e−iωtdt

=
∫
R
f(t− t0)e−iωtdt

= e−iωt0
∫
R
f(t− t0)e−iω(t−t0)dt

= e−iωt0
∫
R
f(t′)e−iωt

′
dt′

= e−iωt0 f̂(ω)

4. a) “f ′(ω) =
∫
R
f ′(t)e−iωtdt

=
î
f(t)e−iωt

ó+∞
−∞ −

∫
R
f(t)

Ä
e−iωt

ä′
dt

= iω
∫
R
f(t)e−iωtdt

= iωf̂(ω)

b) Posons F (t, ω) = f(t)e−iωt pour tous ω, t ∈ R. Cette fonction est de classe C1 selon ω. Sa
dérivée selon ω vaut ∂ωF (t, ω) = −itf(t)e−iωt.
Pour tout ω, |F (., ω)| ≤ |f |. De plus, |∂ωF (., ω)| ≤ |g|. Puisque f et g sont intégrables, on peut
appliquer à F le théorème de dérivation sous le signe somme :

f̂ ′(ω) =
∫
R
∂ωF (t, ω)dt

= (−i)
∫
R
tf(t)e−iωtdt

= (−i)ĝ(ω)

donc ĝ(ω) = i(f̂)′(ω).
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Exercice 2

1. Soit t fixé. Posons F (ω, ε) = f̂(ω)eiωte−(εω)
2
, pour tout (ω, ε) ∈ R × R+. Cette fonction est

continue selon ε.
De plus, pour tout ε, |F (., ε)| ≤ |f̂ |. Comme on a supposé que |f̂ | était intégrable, on peut
appliquer le théorème de convergence dominée : ε→

∫
R F (ω, ε)dω est continue.

En particulier, lorsque ε tend vers 0 :∫
R
f̂(ω)eiωte−(εω)

2

dω →
∫
R
f̂(ω)eiωtdω

2. a) Notons h cette fonction.

ĥ(ω) =
∫
R
e−(εt)

2

e−iωtdt

=
∫
R
e−(εt)

2

e−i(ω/ε)(εt)dt

=
1

ε

∫
R
e−u

2

e−i(ω/ε)udu

=
Ĝ(ω/ε)

ε
=

√
π

ε
e−ω

2/(4ε2)

b) En définissant h comme en a) :

1

2π

∫
R
f̂(ω)eiωte−(εω)

2

dω =
1

2π

∫
R

Å∫
R
f(u)e−iωudu

ã
eiωte−(εω)

2

dω

=
1

2π

∫
R

∫
R
f(u)e−(εω)

2

e−i(u−t)ωdωdu

=
1

2π

∫
R
f(u)

Å∫
R
e−(εω)

2

e−i(u−t)ωdω
ã
du

=
1

2π

∫
R
f(u)ĥ(u− t)du

=
1

2
√
πε

∫
R
f(u)e−(t−u)

2/(4ε2)du

=
∫
R
f(u)gε(t− u)du = f ? gε(t)

3. a) ∫
R
gε(t)dt =

∫
R

1√
π
e−(t/2ε)

2 dt

2ε

=
1√
π

∫
R
G(t)dt

=
1√
π
Ĝ(0) = 1
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b)

f ? gε(t)− f(t) = f ? gε(t)− f(t)
∫
R
gε(u)du

=
∫
R
f(t− u)

e−u
2/(4ε2)

2
√
πε

du−
∫
R
f(t)

e−u
2/(4ε2)

2
√
πε

du

=
∫
R
(f(t− 2ε(u/2ε))− f(t))

e−(u/2ε)
2

√
π

du

2ε

=
∫
R
(f(t− 2εs)− f(t))

e−s
2

√
π
ds

Posons, pour tout (s, ε) ∈ R×R+, F (s, ε) = (f(t−2εs)− f(t)) e
−s2
√
π

. Cette fonction est continue
selon ε. De plus, pour tous ε et s :

|F (s, ε)| ≤ 2||f ||∞
e−s

2

√
π

La fonction s → 2||f ||∞ e−s
2

√
π

est intégrable et ne dépend pas de ε. On peut donc appliquer le

théorème de convergence dominée : la fonction ε→
∫
R F (s, ε)ds est continue.

En particulier, quand ε→ 0 :

∫
R
(f(t− 2εs)− f(t))

e−s
2

√
π
ds =

∫
R
F (s, ε)ds→

∫
R
F (s, 0)ds = 0

Donc f ? gε(t)− f(t)→ 0 quand ε→ 0.
c) La combinaison des questions 1., 2.b) et 3.b) donne le résultat.

4. a) Elle est bornée car :

0 ≤ H(y) ≤
∫
R

(|h(t− y)|+ |h(t)|) dt = 2
∫
R
|h(t)|dt < +∞

Montrons qu’elle est continue. Supposons que le support de h est inclus dans [−M ;M ]. Notons
||h′|| le maximum de la dérivée de h.
Soit y0 ∈ R quelconque. Montrons que H(y)→ H(y0) quand y → y0.

|H(y)−H(y0)| =
∣∣∣∣∫

R
(|h(t− y)− h(t)| − |h(t− y0)− h(t)|) dt

∣∣∣∣
≤
∫
R
|h(t− y)− h(t− y0)|dt

=
∫ M+max(|y|,|y0|)

−M−max(|y|,|y0|)
|h(t− y)− h(t− y0)|dt

≤
∫ M+max(|y|,|y0|)

−M−max(|y|,|y0|)
||h′||∞|y − y0|dt

≤ 2(M + max(|y|, |y0|))||h′||∞|y − y0| → 0
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b) Pour tout t, comme on l’a vu en 3.b) :

h ? gε(t)− h(t) =
∫
R
(h(t− 2εs)− h(t))

e−s
2

√
π
ds

donc, lorsque ε tend vers 0 :

||h ? gε − h||1 =
∫
R
|h ? gε(t)− h(t)|dt

=
∫
R

∣∣∣∣∣∣
∫
R
(h(t− 2εs)− h(t))

e−s
2

√
π
ds

∣∣∣∣∣∣ dt
≤
∫
R

∫
R
|h(t− 2εs)− h(t)| e

−s2

√
π
dsdt

≤
∫
R
H(2εs)

e−s
2

√
π
ds

→ 0

La dernière ligne est une conséquence du théorème de convergence dominée, appliqué à (s, ε)→
H(2εs) e

−s2
√
π

, qui est dominée par s→ ||H||∞ e−s
2

√
π

.

c)

||gε ? h̃||1 =
∫
R
|gε ? h̃(t)|dt

=
∫
R

∣∣∣∣∫
R
gε(u)h̃(t− u)du

∣∣∣∣ dt
≤
∫
R

∫
R
gε(u)|h̃(t− u)|dudt

= ||h̃||1
∫
R
gε(u)du

= ||h̃||1

d) Soit (hn)n∈N une suite de fonctions de classe C1 et à support compact qui converge vers h
dans L1(R).
Soit η > 0 quelconque. Soit n tel que ||hn − h||1 ≤ η/3.

||gε ? h− h||1 ≤ ||gε ? h− gε ? hn||1 + ||gε ? hn − hn||1 + ||hn − h||1
= ||gε ? (h− hn)||1 + ||gε ? hn − hn||1 + ||hn − h||1
≤ ||gε ? hn − hn||1 + 2||hn − h||1
≤ ||gε ? hn − hn||1 + 2η/3

D’après la question a), ||gε ? hn − hn||1 → 0 quand ε→ 0 donc, pour tout ε assez petit :

||gε ? h− h||1 < η
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e) D’après la question précédente, f ? g1/n converge vers f dans L1 lorsque n → +∞. D’après
l’indication, il existe une extraction φ telle que f ? g1/φ(n) converge vers f presque partout.
D’après les questions 1. et 2.b), on a, pour tout t :

f ? g1/φ(n)(t)→
1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)eiωtdω

Donc, pour presque tout t :

f(t) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)eiωtdω

Exercice 3

1. a) Soit (fn)n∈N une suite de fonctions C1 et à support compact convergeant vers f dans L1.

Pour tout n, f̂n tend vers 0 en ±∞. En effet, d’après la question 4.a) de l’exercice 1, f̂ ′n(ω) =

iωf̂n(ω). D’après la question 1. de l’exercice 1, f̂ ′n est bornée sur R. Donc f̂n(ω) = 1
iω
f̂ ′n(ω) tend

vers 0 quand ω → ±∞.
Puisque ||f̂n − f̂ ||∞ ≤ ||fn − f ||1, (f̂n)n∈N converge uniformément vers f̂ . La convergence étant
uniforme, on peut intervertir les limites :

lim
ω→+∞

f̂(ω) = lim
ω→+∞

Å
lim

n→+∞
f̂n(ω)

ã
= lim

n→+∞

Å
lim

ω→+∞
f̂n(ω)

ã
= 0

De même en −∞.
b) D’après le a), si h ∈ L1, alors ĥ(ω)→ 0 quand ω → +∞.
Notons cP et cQ les coefficients dominants de P et Q. Quand ω → +∞ :

∣∣∣ĥ(ω)
∣∣∣ ∼ |cP |ωp
|cQ|ωq

=
|cP |
|cQ|

ωp−q

Ceci tend vers 0 si et seulement si p < q.

2. Quitte à diviser par le plus grand dénominateur commun, on peut supposer que P et Q n’ont
pas de racine commune.
On peut écrire :

Q(X) =
N∏
n=1

(X − λn)Dn

où les λn sont les racines (distinctes) de Q et les Dn leurs multiplicités.
On peut décomposer P

Q
en éléments simples : il existe des complexes αn,d tels que :

P (X)

Q(X)
=

N∑
n=1

Dn∑
d=1

αn,d
(λn −X)d

Il n’y a pas de terme polynomial dans la décomposition en éléments simples car on a vu que le
degré de P était strictement inférieur au degré de Q.
En évaluant pour X = iω, on a le résultat demandé.

6



Pour tout n, <(λn) 6= 0, sinon Q a une racine imaginaire pure et ĥ a un pôle (puisqu’on a
supposé que P et Q n’avait pas de racine commune, si Q(iω0) = 0, ĥ diverge en ω0). C’est
impossible car ĥ est la transformée de Fourier d’une fonction de L1 donc est continue sur R.

3. a) Remarquons d’abord que, si <(λ) < 0, hp,λ décrôıt exponentiellement quand |t| → ∞
donc hp,λ est dans L1 et sa transformée de Fourier est bien définie.
Commençons par le cas où p = 0.

ĥ0,λ(ω) =
∫ +∞

0
eλte−iωtdt

=

[
e(λ−iω)t

λ− iω

]+∞
0

=
1

λ− iω

Traitons maintenant le cas p ∈ N. On sait que ÷tpf(t) = ipf̂ (p). On peut donc vérifier par
récurrence que, pour tout p :

ĥp,λ(ω) =
(−1)p

(λ− iω)p+1
(p!)

b) hp,λ(t) = (−1)php,−λ(−t) donc, d’après le calcul de la question précédente (et en utilisant le

fait que, pour toute g ∈ L1, ÷g(−.) = ĝ(−.)) :

ĥp,λ(ω) = (−1)p
(−1)p(p!)

(−λ+ iω)p+1
=

(−1)p+1

(λ− iω)p+1
(p!)

c) ĥ(ω) =
∑
n

∑
d

(−1)d−1εd
αn,d
(d−1)!hd−1,λn(ω) (où εd vaut 1 si <(λn) < 0 et −1 sinon) donc :

h(t) =
∑
n

∑
d

εd
αn,d

(d− 1)!
hd−1,λn(t)

4. Le filtre est causal si et seulement si h(t) = 0 lorsque t < 0.
D’après la question précédente :

∀t < 0, h(t) =
∑

n tq <(λn)>0

∑
d

εd
αn,d

(d− 1)!
td−1eλnt

Pour que cette dernière fonction soit identiquement nulle, il faut et suffit que αn,d = 0 pour
tout n tel que <(λn) > 0.
C’est équivalent au fait que ĥ est une somme de

αn,d
λn−iω avec <(λn) < 0 pour tout n. C’est donc

équivalent au fait que tous les pôles de P/Q sont de partie réelle strictement négative.
Dans ce cas, h est une somme de fonctions de la forme tpeλt1t≥0. Il s’agit donc d’une fonction
de L1 (c’est-à-dire stable).
La condition que les pôles de P/Q soient de partie réelle strictement négative est donc équivalente
au fait que le filtre soit causal et stable.

5. Écrivons Q comme produit de polynômes de degré 1 : Q(ω) = cQ
∏
n

(ω − λn).

Pour tout n et tout ω ∈ R, |iω − λn|2 = |iω − λn|2 = |iω + λn|2.
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Pour tout n, posons µn = λn si <(λn) < 0 et µn = −λn sinon. D’après la remarque qui précède,
|iω − λn|2 = |iω − µn|2 pour tout n. De plus, <(µn) < 0 pour tout n.
Posons Q̃ = cQ

∏
n

(ω − µn). Alors, pour tout ω ∈ R, |Q̃(iω)|2 = |Q(iω)|2. Notons h̃ la fonction

telle que :

∀ω ∈ R, ˆ̃h(ω) =
P (iω)

Q̃(iω)

D’après ce qui précède, h et h̃ ont la même fréquence spectrale. Puisque les µn sont de partie
réelle strictement négative, h̃ est stable et causal, d’après la question 4.
Le polynôme Q̃ est toujours à coefficient réels. En effet, si Q est à coefficients réels, on peut
écrire Q(X) =

∏
n

(X − λ(1)n )
∏
n

(X − λ(2)n )(X − λ(2)n), où les λ(1)n sont les racines réels de Q et les

λ(2)n , λ(2)n sont celles qui ne sont pas réelles. On vérifie alors que :

Q̃(X) =
∏
n

(X − µ(1)
n )

∏
n

(X − µ(2)
n )(X − µ(2)

n)

Donc Q̃ est aussi à coefficients réels.

Exercice 4

1. a) Seule la partie réelle de la transformée de Fourier est représentée. On a pris ω0 = 150 et
ν0 = 500.
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b) On note h(t) = 2g(t) cos(ν0t). On a alors h(t) = 2f(t) cos2(ν0t) = f(t)(1 + cos(2ν0t)).

Puisque cos(2ν0t) = e2iν0t+e−2iν0t

2
, la transformée de Fourier de f̃ : t → f(t) cos(2ν0t) est ω →

f̂(ω+2ν0)+f̂(ω−2ν0)
2

.
Son support est donc inclus dans [−2ν0−ω0;−2ν0 +ω0]∪ [2ν0−ω0; 2ν0 +ω0]. Puisque ν0 � ω0,
ce support n’intersecte pas [−ω0;ω0].
Notons γ le filtre dont la transformée de Fourier est γ̂(ω) = 1[−ω0;ω0]. On a f̃ ? γ = 0, puisque

la transformée de Fourier de f̃ ? γ est ˆ̃fγ̂ = 0.
En revanche, f ? γ = f car ’f ? γ = f̂ γ̂ = f̂ .
Donc f = f ? γ + f̃ ? γ = h ? γ. Pour démoduler, il suffit de multiplier g par 2 cos(ν0t) (ce qui
donne h) puis de convoler par γ.

2. a) Le signal g est représenté en bleu et le signal h en magenta.
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b) Le signal h est à peu près égal à � l’enveloppe � de g, c’est-à-dire qu’on a à peu près
h(t) = |1 + f(t)|. Si |f(t)| < 1, on a alors h(t) ≈ 1 + f(t), donc on peut reconstruire f à partir
de h en lui soustrayant simplement 1.
Si |f(t)| 6< 1, on n’a pas nécessairement 1 + f(t) ≥ 0. Aux endroits où f(t) est inférieure à −1,
on a h(t) ≈ f(t)− 1 et non h(t) ≈ 1− f(t).
c) Si 1/τ 6� ω0, la fonction exponentielle e−t/τ peut décrôıtre plus lentement que f ne varie et
h risque de ne plus suivre l’enveloppe de g, comme sur la figure qui suit.
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Si 1/τ 6� ν0, le signal h est oscillant (de fréquence ν0). Sa composante basses fréquences est
toujours proportionnelle à |1 + f | mais elle est moins audible.
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Exercice 5

1. La transformée de Fourier de f1 est π (δ−ω0 + δω0). Elle est à support dans [−3F ;−2F ] ∪
[2F ; 3F ].
La transformée de Fourier de f2 est Ĝ+ D̂. Elle est à support dans [−F ;F ].
La transformée de Fourier de f3 est :

f̂3(ω) =
∫
R
f3(t)e

−iωtdt

=
∫
R

1

2
(e2iω0t + e−2iω0t)(G(t)−D(t))e−iωtdt

=
1

2

Ä
(Ĝ− D̂)(ω − 2ω0) + (Ĝ− D̂)(ω + 2ω0)

ä
La fonction (Ĝ− D̂)(ω− 2ω0) est à support dans [−F + 2ω0;F + 2ω0] ⊂ [3F ; 7F ] et la fonction
(Ĝ− D̂)(ω+ 2ω0) est à support dans [−F − 2ω0;F − 2ω0] ⊂ [−7F ;−3F ]. Le support de f̂3 est
donc inclus dans [−7F ;−3F ] ∪ [3F ; 7F ].
Les trois supports sont bien disjoints.

2. De même que précédemment, ŝ(t) = 1
2

(
f̂3(t− 2ω0) + f̂3(t+ 2ω0)

)
. En utilisant l’expression

trouvée à la question précédente, on obtient :

ŝ(ω) =
1

4
(Ĝ− D̂)(ω − 4ω0) +

1

2
(Ĝ− D̂)(ω) +

1

4
(Ĝ− D̂)(ω + 4ω0)

La fonction 1
4
(Ĝ− D̂)(ω+ 4ω0) est à support inclus dans [−13F ;−7F ] et 1

4
(Ĝ− D̂)(ω− 4ω0) à

support inclus dans [7F ; 13F ]. Puisque Ĝ− D̂ est à support dans [−F ;F ], on a, pour tout ω :

ŝ(ω)1[−F ;F ](ω) =
1

2
(Ĝ− D̂)(ω)

On pose ĥ(ω) = 1[−F ;F ](ω).

3. On définit h comme dans la question précédente. On définit l1 et l2 les filtres passe-bandes
correspondant aux transformées de Fourier suivantes :

l̂1(ω) = 1[−3F ;−2F ](ω) + 1[2F ;3F ](ω)

l̂2(ω) = 1[−7F ;−3F ](ω) + 1[3F ;7F ](ω)

- On calcule G(t) +D(t) = h ? f .
- On calcule cos(ω0t) = l1 ? f .

- On calcule cos2(ω0t) = cos(2ω0t)+1
2

.
- On calcule f3(t) = l2 ? f .
- On calcule g(t) = cos2(ω0t)f3(t) = 1

2
cos(2ω0t)f3(t) + 1

2
f3(t).

- On calcule 1
4
(G−D) = h ? g.

- On calcule G = 1
2
(G+D) + 2.1

4
(G−D) et D = 1

2
(G+D)− 2.1

4
(G−D).
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4. Notons q la fonction dont la transformée de Fourier est p̂1ω≥0. Puisque p est réelle :

∀x ∈ R, p̂(−x) = p̂(x)

On a donc p̂(x) = q̂(x) + q̂(−x), c’est-à-dire p = q + q.
Cela donne :

f = q + q + 2
Ä
(q2 + 2|q|2 + q2)G+ (1− q2 − 2|q|2 − q2)D

ä
= 2q2(G−D) + q + (2|q|2G+ (1− 2|q|2)D) + q + 2q2(G−D)

Calculons les supports des transformées de Fourier des différentes fonctions apparaissant dans
cette expression. On utilise le fait que, si g1 et g2 sont deux fonctions telles que ĝ1 est à support
dans [A1;B1] et ĝ2 est à support dans [A2;B2], alors ‘g1g2 = 1

2π
ĝ1 ? ĝ2 est à support dans

[A1 + A2;B1 +B2].
La transformée de Fourier de q2 est à support dans [4F ; 6F ]. La transformée de Fourier de
q2(G−D) est donc à support dans [3F ; 7F ].
De même, la transformée de Fourier de q2(G−D) est à support dans [−7F ;−3F ].
La transformée de Fourier de (2|q|2G+ (1− 2|q|2)D) est à support dans [−2F ; 2F ].
On utilise pour l’algorithme de reconstruction les filtres h1, h2, l1, l2 suivants :

ĥ1 = 1[−2F ;2F ] ĥ2 = 1[−3F ;3F ]

l̂1 = 1[−3F ;−2F ]∪[2F ;3F ] l̂2 = 1[−7F ;−3F ]∪[3F ;7F ]

Un algorithme de reconstruction est alors :
- On calcule f ? h1 = (2|q|2G+ (1− 2|q|2)D).
- On calcule p = q + q = l1 ? f .
- On calcule p2 = q2 + 2|q|2 + q2 puis q2 + q2 = p2 ? l2 et 2|q|2 = p2 ? h1.
- On calcule 2(q2 + q2)(G−D) = l2 ? f .

- On calcule g
def
= (q2 + q2).2(q2 + q2)(G−D) = 2(q4 + 2|q|4 + q4)(G−D).

- On calcule 4|q|4(G−D) = h2 ? g.

- On calcule D = (2|q|2G+ (1− 2|q|2)D)− 4|q|4(G−D)
2|q|2 .

- On calcule G = D + 4|q|4(G−D)

(2|q|2)2 .

Dans le cas où p(t) = cos(ω0t), on a q(t) = 1
2
eiω0t donc |q(t)|2 = 1

4
ne s’annule pas.

Exercice 6

1. On a F (t) = cos(2πfct) cos(β sin(2πfmt))− sin(2πfct) sin(β sin(2πfmt)).
Notons f1(t) = cos(β sin(2πfmt)) et f2(t) = sin(β sin(2πfmt)). Puisque ces fonctions sont 1/fm-
périodiques et de classe C∞, elles peuvent s’écrire sous la forme :

f1(t) =
∑
l∈Z
a
(1)
l e2πifmlt f2(t) =

∑
l∈Z
a
(2)
l e2πifmlt
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et les séries convergent normalement :
∑
l
|a(1)l | < +∞ et

∑
l
|a(2)l | < +∞.

a
(1)
l = fm

∫ 1/fm

0
f1(t)e

−2πifmltdt

=
1

2π

∫ 2π

0
f1(t/(2πfm))e−iltdt

=
1

2π

∫ 2π

0

1

2

Ä
e−i(lt−β sin(t)) + e−i(lt+β sin(t))

ä
dt

=
1

2
(Jl(β) + Jl(−β))

et :

a
(2)
l = fm

∫ 1/fm

0
f2(t)e

−2πifmltdt

=
1

2π

∫ 2π

0

1

2i

Ä
e−i(lt−β sin(t)) − e−i(lt+β sin(t))

ä
dt

=
1

2i
(Jl(β)− Jl(−β))

Remarquons en faisant le changement de variable u↔ −u que :

Jn(−x) =
1

2π

∫ 2π

0
e−i(nu+x sin(u))du =

1

2π

∫ 2π

0
e−i((−n)u−x sin(u))du = J−n(x)

On obtient donc :

f1(t) = J0(β) +
∑
l∈N∗

(Jl(β) + J−l(β)) cos(2πfmlt) =
∑
l∈Z
Jl(β) cos(2πfmlt)

f2(t) =
∑
l∈N∗

(Jl(β)− J−l(β)) sin(2πfmlt) =
∑
l∈Z
Jl(β) sin(2πfmlt)

D’où :

F (t) =
∑
l∈Z
Jl(β)(cos(2πfct) cos(2πfmlt)− sin(2πfct) sin(2πfmlt))

=
∑
l∈Z
Jl(β) cos(2π(fc + lfm)t)

2. On veut notamment pouvoir reconstruire f lorsque f(t) = cos(2πfmt), avec fm ∈
î
− A

2π
; A
2π

ó
.

Dans ce cas, le signal transmis est le F (t) = cos(2πfct+β sin(2πfmt)) de la question 1. D’après
la question 1., cette fonction F a un spectre à raies, avec des pics aux fréquences ±2π(fc+kfm)
pour tout k ∈ Z.
Le coefficient des pics de fréquences 2πfc et −2πfc ne dépend pas de f . Si on veut identifier
f (c’est-à-dire, ici, fm), il faut donc que la bande de fréquences transmises de F contienne au
moins l’un des 2π(fc + kfm) pour k ∈ Z− {0}.
Ceci étant vrai pour tout fm ∈

î
− A

2π
; A
2π

ó
, la bande de fréquences transmise doit être de largeur

au moins A/2.
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Exercice 7

1. ÿ�f1[−a;a] = 1
2π
f̂ ? 1̂[−a;a]

Comme 1̂[−a;a](ω) =
∫ a
−a e

−iωxdx = 2 sin(ωa)
ω

, cela donne :ÿ�f1[−a;a] = f̂ ?

Ç
ω → sin(aω)

πω

å
2. Puisque cos(ω0t) = eiω0t+e−iω0t

2
et puisque la transformée de Fourier de la fonction x → eiαx

est le dirac 2πδα, on a :ÿ�f1[−a;a](ν) = (πδω0 + πδ−ω0) ?

Ç
ω → sin(aω)

πω

å
(ν)

=
sin(a(ω − ω0))

ω − ω0

+
sin(a(ω + ω0))

ω + ω0

Pour a assez grand, la transformée de Fourier a bien deux � pics �, comme celle de f , mais les
valeurs en-dehors des pics ne tendent pas vers 0 quand a→ +∞. L’approximation de f̂ fournie

par ÿ�f1[−a;a] n’est donc pas satisfaisante.

3. Calculons les transformées de Fourier de ces fonctions.
Pour la fonction de Hann :

Ŵa(ω) =
∫ a

−a
Wa(t)e

−iωtdt

=
1

2

∫ a

−a

(
e−iωt +

ei(π/a−ω)t + ei(−π/a−ω)t

2

)
dt

=
1

2

Ç
2 sin(ωa)

ω
+

sin(π − ωa)

π/a− ω
+

sin(π + ωa)

π/a+ ω

å
=

sin(ωa)

2

Ç
2

ω
+

1

π/a− ω
− 1

π/a+ ω

å
=

(π/a)2 sin(ωa)

ω(π/a− ω)(π/a+ ω)

Pour la fonction de Hamming :

Ŵa(ω) =
∫ a

−a
Wa(t)e

−iωtdt

=
2α sin(ωa)

ω
+ (1− α)

Ç
sin(π − ωa)

π/a− ω
+

sin(π + ωa)

π/a+ ω

å
= sin(ωa)

2α(π/a)2 + 2(1− 2α)ω2

ω(π/a− ω)(π/a+ ω)

La figure suivante montre la transformée de Fourier de la fonction de Hann (en bleu) et de celle
de Hamming (en rouge), pour a = 20 et α = 0.54.
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La transformée de Fourier de la fonction de Hann décrôıt en
Ä
π
a

ä2 1
ω3 (la raison pour laquelle

elle décrôıt plus vite que la fenêtre des questions 1. et 2. est qu’elle est beaucoup plus régulière :
elle est C1 alors que la précédente n’était même pas continue). À ω constant, Ŵa(ω) décrôıt en
a−2 lorsque a tend vers +∞.
On n’a donc pas avec Wa le problème qu’on avait dans la question 2 : si on s’en sert pour
évaluer la transformée de Fourier d’une fonction dont la transformée de Fourier est composée
de diracs (ou, plus généralement, de pics) assez espacés, la transformée de Fourier approximée
sera bien composée de pics, avec des valeurs entre les pics qui tendront rapidement vers 0 en
+∞.

La fonction de Hamming n’a pas cette qualité (car elle n’est pas continue). En revanche, le fait
de prendre α 6= 1/2 permet de diminuer l’amplitude de la première bosse de Ŵa après la bosse
principale.
Elle est donc plus adaptée au cas des fonctions dont la transformée de Fourier contient des pics
assez proches en fréquences. On pourra distinguer ces pics pour une valeur de a plus petite que
celle qu’on devrait prendre avec une fenêtre de Hann.
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