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Exercice 1

1. Formule d’inversion pour un signal discret : la fonction f est 2w-périodique. Puisque, par
définition, f(r) = 3 f(—k)e™", les (f(—k))rez sont les coefficients de f dans la décomposition
keZ

en série de Fourier. On a donc :

k) = o [ Fre

"o )s
et, en remplagant k par —Fk :

1 . .
) = o= [ Foyetar
Multiplication par ¢ (ici k) pour un signal discret :

kf(k)(r) = Xk:kf(k)e—“" — izk:f(k;)(_ik)e—ikr

= i;f (k) (e7*) =i (; f(k)e‘““")
=if'(r)

(Il faut bien sur supposer que (f(k))rez décroit suffisamment rapidement lorsque |k| — +oo,
de fagon a ce que les sommes convergent. )
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Condition pour que le signal soit réel pour un signal discret : si f est réel, on a pour tout r

fr) = X1k = S
= /e = (=1

Si f est & images réelles, on doit donc avoir f(r) = f(—r). Réciproquement, si f(r) = f(—r),
le signal f est réel car, pour tout k :
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Condition pour que le signal soit réel pour un signal fini : si f est réel, on a pour tout n €

(1,.,N—1}
Zf 27rznk
Zf 27mnk

_ Zf 2m(N nk

Pour n =0, on a f(0) = %
Si le signal est réel, on a donc f(0) = f(0) (clest-a-dire f(0) € R), f(1) = f(N —1),f(2) =
FIN=2), ...

Cette condition suffit a ce que le signal soit réel. En effet, si elle est vérifiée, on a, pour tout & :

- 1 N=d

FR) = 7 2 f(me ™
1 . 1=l 2mi(N—n)k
= 5O+ 5 2 fN —me
1 N-1 mink
= anof(")e v = f(k)

2. On définit d’abord un signal bidimensionnel (g[k, m])o<k<no0<m<m DAar :

M-1

m) = 3 flk, (e 25
=0

(c’est-a-dire que, pour tout k, g[k,.] est la transformée de Fourier de f[k,.])
Alors, pour tous n,m :

. N-1 en
fln,m] =3 glk, mle™™~
k=0

(C’est-a-dire que, pour tout m, f[.,m] est la transformée de Fourier de g[., m])
D’apres la formule d’inversion dans le cas a une dimension, on a, pour tout m et pour tout k :

1N L. -k
glk,m] = f[ m]e* ™~

Egalement d’apres la formule d’inversion en dimension 1, on a, pour tous k, ! :

f[l{?, l] 7zg[k57m]62mﬁ



et donc en remplacant g par sa valeur en fonction de f :

1N1M1

flk Z Zf n,mle o2 (S +51)
n 0m=0
Exercice 2
1. Montrons que fo(r) = : (f(r) + flr+ 7T)) :

5 (JE(T) + f(r +7 ) = Zf e Zf[n]e_m(””)
2

fo L (1))
~ 3 sl

n pair

= Zfz e = fo(r)

2. Si f vaut 0 sur [—m; 7] — [—g; g], on a (puisque f est 2m-périodique) :

~

falr) = 3F ) sir e | -2 7]

[\D\)—\

On a donc, pour tout r :

f(r) = 2f2(7’>1[_g;g] mod 2 (")
et donc f = 2f5 % h ol h est le signal discret tel que :

h(?’) = 1[ . ] mod QW(T)

_T.T
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c’est-a-dire, d’apres la question 1. de 'exercice 1 :
= [ hr)eta
= — r)e™" dr

21 -

1 eikr /2
T o [ zk]

—7/2

1
= sin(km/2)

(sauf pour k=0 ol on a h[0] = 1)
De maniere plus concise, 2h[k| = sinc(kn/2).

On a donc, pour tout n :

n| =23 folklhln — k] = _ f[2k]sinc((n — 2k)m/2)
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Exercice 3

1. a) h(r) = ;g(n)e‘mr = s (znjg(n)(Sn(x)) e~y
La transformée de Fourier discrete h est donc égale a la transformée de Fourier continue de
<Zg(n)(5n(a:)>. D’apres le cours, elle vaut donc :

= g(r — 2km)

kEZ

b) Il faut que le support de g soit inclus dans [—7; 7|. Ainsi, les fonctions de transfert des filtres
discrets et continus coincident sur [—m; 7].

2. a) De méme qu’a la question 1.a), h est la transformée de Fourier continue de la fonction

Sg(nw(n)d, = g. (Swn), ).

On a donc h = >0 * <Zw(n)5n>. De plus, la transformée de Fourier continue <Zw(n)6n> est

n

exactement égale a la transformée de Fourier discrete w.
On a donc h = %Q*UD.
" 1

b) Lorsque w est identiquement égale a 1 (et n’est donc pas a support fini), ;- est le peigne

de diracs 21;527%' On retrouve bien le résultat de la question 1.a) : h est la version 2m-périodisée
de g.
On voudrait choisir w a support fini de sorte que w est la plus proche possible d’'un peigne de
diracs parfait.
Le plus simple est de choisir pour w la version discrétisée d'un signal W continu a support
compact (c’est-a-dire win| = W (n), avec W (t) une fonction a support compact). Avec ce choix,
w est la 2m-périodisée de W. Pour que w soit < proche » d’un peigne de diracs, il suffit donc
que W soit < proche > d’un dirac en 0.
Choisir une fonction W bien lisse (c’est-a-dire infiniment dérivable) est un choix sur car cela
garantit que W décroit rapidement.

a) On écrit N(X) =ap+ a1 X + ... + a. X et D(X) =bo+ b X + ...+ b X%
L équation différentielle est bg fs + b1 % Yoy by ddt{c; = apfe + a1 df c 4+ ...+ a ddt{E, ou f, est le
signal d’entrée et f, le signal de sortle
b) L’équation devient :

bofs + 1Dfs+ ... +byDfs = agf. + a1 Df. + ... + a.Df. (1)
Pour une fonction f donnée, calculons 5} en fonction de f :
Df(r) =3 (fln] = fln —1))e™™
=S fnle ™ — —zTZf o—itn=1)r
=(1—eM)f(r)



D’apres ’équation 1, on a donc :

Folbo+ (L= ™Mby + ..+ (1 — e ) y) = folag+ (1 — e May + ... + (1 — e7")%a,)

ap+(1—e " "Mar+..4(1—e ), _ N(1—e ")
bo+(1—e="")b1+...+(1—e~"")dbgy ~— D(l—e—?")"

c) Le cours dit qu’un filtre discret correspondant a une fonction de transfert de la forme
P(e7)/Q(e™) est stable et causal si et seulement si tous les poles zg de z — P(271)/Q(z71)
vérifient |zp| < 1. Cherchons donc si cette propriété est vérifiée ici.

Un complexe z est un pole de N(1 — z71)/D(1 — 27!) si et seulement si 1 — 2z, est un pole
de N/D. Puisque N/D correspond a un filtre stable et causal, cette fraction rationnelle n’a
que des poles de partie réelle strictement négative (voir le TD 1/2) donc, si zy est un poéle de
N(1—2"1/D(1 — 271, on doit avoir R(1 — 2z, ') < 0.

Donc zp = ﬁ—za% Comme |1 — (1 -2 )| >RA—-1—2"))=1-R(1—2") > 1, |2] < 1.
Donc la propriété voulue est vérifiée.

Le filtre est stable et causal.

d) On a gﬁ::jz:g A ggz;; lorsque |r| << 1. Les deux fonctions de transfert sont donc similaires
au voisinage de 0 (mais pas nécessairement ailleurs).

La fonction de transfert est donc H(r) =

Exercice 4

L fox hln) = bl fln = k] =52 Ak~ k)

kez =
Pour que cette somme soit non-nulle, il faut qu’il existe k& € {0, ..., M — 1} tel que f[n—k] # 0.

Il doit donc exister k € {0,..., M — 1} tel que n — k =1, avec [ € {0,...,L — 1}.

Alors n = k + [ et puisque k est compris entre 0 et M — 1 et [ entre 0 et L — 1, on a
0<n<M+L-2.

2. 11 faut calculer chacun des h[k]f[l] pour 0 < k < M et 0 <1 < L. Ensuite, chaque f * h[n]
s’écrit comme une somme de ces éléments, chaque h[k]f[l] n’étant utilisé qu’une seule fois (pour
n=10+k). Il y adonc ML produits et a peu pres M L additions a effectuer. La complexité est
O(ML).

3. Le cours explique pourquoi, avec la transformée de Fourier rapide, la convolution de deux sig-
naux discrets dont le support est inclus dans {0, ..., L—1} peut se calculer en temps O(Llog(L)).
Puisque h et f ont tous deux leurs supports inclus dans {0, ..., L — 1}, cet algorithme est ap-
plicable ici et donne un nombre d’opérations en O(Llog(L)).

4. Pour tout s =0, ..., L/M — 1, on définit le signal f, par :

Filk] = flk] si sM <k < (s+ 1)M

= 0 sinon

Pour tout s, le support de fs est de taille M donc, d’apres la question précédente, on peut
calculer fsx h en temps O(M log(M)).

De plus, de méme qu’a la question 1., le support de fs % h est inclus dans {sM,sM +1, ..., (s +
2)M — 2}.



Pour tout n, f x hn] = fo* hin] + fi x h[n] + ... + fr/m—1 * h[n] mais, vu les supports de ces
fonctions, seuls deux termes de la somme au plus sont non-nuls (pour n fixé). Pour tout n, on
peut donc calculer f x h[n] en une seule addition a partir des f, x h[n].

Le temps de calcul est donc la somme des temps de calcul des f;xh et des M + L — 1 additions
finales. Ce temps est donc £O(M log(M)) + M + L — 1 = O(Llog(M)).

Exercice 5

1. a) Pour tout s =0,....,n —1:

g* h[s] = :Zg[k:]h[(s — k) mod n]
= ¢'[0]1[s] + :Z::g’[k +m — n]h[(s — k) mod n]
— O[]+ 9Tk 4 m =l s — K

AL R S S
=S R (m + 5 — k) mod m]

> G [k|R[(s — k) mod m)]
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o
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b) Définissons m comme la plus petite puissance de 2 supérieure ou égale a 2n — 1. Alors
2n — 1 <m < 2(2n — 1); en particulier, m < 4n.

Calculer ¢’ et h' en fonction de g et h se fait en O(m) = O(n) opérations. Puisque ¢’ et h’ ont
pour longueur une puissance de 2, leur convolution se calcule (au moyen de la transformée de
Fourier rapide) en O(mlog(m)) = O(nlog(n)) opérations.

Comme on a vu que g x h était égale aux n premiers coefficients de ¢’ x h’, g x h se calcule en
O(nlog(n)) opérations.



2. a)

710+ (F % g)[K] = £ +pz:%ﬂng[k 4

_2mi ap—l*k#»s

— f[0] +piof[as1e :

_2mi op—1-kgs

— f[0] +p;0f[as1e v

_2mi p—1-k,

_ f[0] +p§::1f[7“]e :

p=! 2mi p—1—k A
= S e =
r=0

b) Les signaux f et g se calculent en O(p) opérations, si a est connu. D’apres la question
1., f g se calcule en O(plog(p)) opérations donc (f[a?17*])p<r<p—1 se calcule en O(plog(p))
opérations. Puisque f se déduit de ce signal en O(p) opérations, f se calcule également en

O(plog(p)) opérations.



