Transformée en paquets d’onde

1T octobre 2015

1 Transformée de Fourier

Définition 1.1. La transformée de Fourier d’une fonction f € S(R") est,
par définition

(Ff): € €R" - /R F(a)e " da,

On rappelle que la classe de Schwartz S(R™) est stable par F : la trans-
formée de Fourier d'une fonction de Schwartz est encore une fonction de
Schwartz.

Dans ce paragraphe, on démontre certaines propriétés de base de la trans-
formée de Fourier. Le point de départ est de calculer la transformée de Fourier
des fonctions gaussiennes.

Lemme 1.2. L’ensemble des fonctions gaussiennes est stable par la trans-
formée de Fourier. Pour tout a > 0 et toute dimension n > 1,

T\"/2 2
F (e—ale?) — (7) o lel?/4a
() =G
Démonstration. Commencons par le cas de la dimension 1 d’espace, avec
a = 1. Posons f(z) = e ", La transformée de Fourier de f, notée g(£) =
F(f)(&) est une fonction réguliere qui vérifie

(FF©) = [ (wim)e e da

= 7/ e 0,0 dr = ! / (—if)e e da
2 Jr 2 Jr



donc

En utilisant

on en déduit que

(FI)E) = e €I FF)(0) = yme €/,

On en déduit le résultat par des manipulations simples : si f € L'(R") alors
la transformée de Fourier de f(xz/A) est |A["f f(AE). De plus la transformée de

Fourier de fi(x1) -+ fu(x,) est fl(fl) fn(fn) O
Théoreme 1.3. Si u appartient a la classe de Schwartz alors, pour tout
reR,

1 1€ =~
u(r) = o [ i€ e 1)

Démonstration. Etant donné ¢ > 0 introduisons

(271r)n [ esateye I de.

ue(z) =

En utilisant le lemme précédent on calcule (en ne manipulant que des intégrales
convergentes)

1 1._21¢12
a3ty () e—3=K
(0) = Gy J) ¢ T
1

= oy [ ey

1 12
(27r)" /( (x +ey) —u(z ))e 21yl dy + u(z).
Puisque
u(z + ey) — u(@)] < eyl [[v]|
en passant a la limite on obtient le résultat voulu. O]



Théoréme 1.4. Si 9 € S(R™) alors

[evde = [ pidy.

Si f,g € S(R™) alors

[ f@ygta) do =

2
1Al =

£)g(

En particulier,

1
(2m)"

17 2)

Démonstration. Ecrivons que

[evde= [ ([ ey dy) o) do

= [ ([ et de) ely) dy = [ widy.
Pour obtenir la deuxieme identité on applique la premieére avec ¢ = f et
g = 1. Alors

[1a=[ei=[ev=[iF"q
Puis on vérifie (a I’aide du théoreme d’inversion de Fourier) que

(F9)(©) = @m) ™ [ gy dy = 2 [ eig(y) dy = 2m)5(E).

La troisieme identité est alors évidente. O]

Remarque 1.5. La relation (2) permet, par continuité, d’étendre la définition
de F a L*(R"), en utilisant le fait que S(R™) est dense dans L*(R™).

De la méme maniére, l'inverse F ', donné sur S(R") par la formule (1),
s’étend par continuité a tout L*(R™), et est lapplication inverse de F.

2 Principe d’incertitude

Pour tout h € R et pour tous p,q € R", on définit :

ho\"* 2
¢Zq cx e R" — (43> eP(r=0) =5l
’ 7r



Proposition 2.1. Pour tous h,p, q

h 1" —i€q ,— 5 |€—p|?
p,q(f): = e e 2k

Démonstration. Cela se déduit du lemme 1.2, a l'aide des deux relations
suivantes, valables pour toute g € S(R")

VpeR"  F(g(x)e™) (&) = (Fg)(& —p)
VgeR"  F(g(.—q)) (&) =e “(Fg)(&)

]

De maniere informelle, la fonction qﬁg,q est < localisée >, au voisinage
de ¢, sur un intervalle de taille caractéristique 1/ v/h. La fonction (%Z,q est
également localisée, au voisinage de p, mais sur un intervalle dont la taille
caractéristique est de I'ordre de v/h. Les tailles caractéristiques sont inverses
I'une de 'autre ; améliorer la localisation en espace dégrade la localisation en
fréquence et vice-versa.

Un théoreme décrit formellement ce phénomene.

Théoréme 2.2. Soit f € L*(R™) quelconque. Soient p,q € R™. Alors

([ o= atistae)”™ ( le=spisiorae)
> 2 (2m)n/? (/R |f<x)|2dx)

)
2
et l’égalité est atteinte si et seulement si f est proportionnelle a ¢ﬁq pouUT UN

certain h > 0.

Démonstration. Quitte a considérer, au lieu de f, la fonction g(x) = f(x +
q)e~""* on peut supposer p = g = 0. On fait cette hypotheése dans la suite.
On peut également supposer que f appartient a ’ensemble

E={feL*R") tq (z = |2|f(2)) € L*(R") et (§ — |€[Ff(€)) € L*(R")} .

En effet, si ce n’est pas le cas, le membre de gauche de I'inégalité a démontrer
est infini et I'inégalité est donc vraie.



On définit

F:fcE— (z—af(x)) € L*(R")"
G:feB— (F&(F) .. F(i€a(F[))) € LAR")"
On remarque qu’au sens des distributions, Gf =V f.
La démonstration repose sur trois lemmes.

Lemme 2.3. Pour toute f € E, il existe une suite (fi)ren d’éléments de
S(R™) telle que

f=fellz—=0  [[F(f=fu)lla—=0  |G(f = f)lla = 0.

Lemme 2.4. Pour toute f €

n
~Re(F[,Gf) = 2171
Lemme 2.5. Soit A > 0. Pour toute f € E, on a l’égalité F f = —\Gf si et
seulement si f = C’qﬁéy/o)‘ pour une certaine constante C' € C.

Puisque (27)~"/2F est une isométrie, (27)"/2F ! est également une isométrie.
Pour toute f € F, on a donc

([ ier1Fr©Pds)” = @16l
R

On déduit donc du lemme 2.4

1/2
([ 1o =aPlr@Pdz) ([ 16— pPIFr©)Pa)
= (2n)"2||F/|12l|G £
> — (21n)"2Re(Ff,Gf)
= 2?1

=@ [ |f@)de.

L’égalité est atteinte si et seulement si ||F f||2||Gf|l2 = — Re(F f,Gf), ce qui
est équivalent a F'f = —AGf pour un certain réel A > 0. D’apres le lemme
2.5, une telle égalité est équivalente au fait que f soit proportionnelle a gbg’o
pour un certain h > 0.
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Démonstration du lemme 2.3. On indique simplement une méthode possible
pour construire (fi)ren. On laisse en exercice le fait de démontrer que cette
suite vérifie bien les propriétés de convergence requises.

Soit x : R™ — R une fonction de classe C* telle que

x = 1 sur [-1;1]" et X = 0 sur R" — [—-2;2]".
Pour tout k € N, on définit
Xk x € R® = x(2771)
fe = xiF ((Ff)xe)
La suite (fx)ren ainsi définie convient. O

Démonstration du lemme 2.4. Par le lemme 2.3, il suffit de démontrer le
lemme pour f € S(R™). On peut ensuite I’étendre a tout E par densité.
Pour une fonction f € S(R™), G(f) = Vf et on a alors

~Re(Ff,Gf) = 5 (Re(Ff, G} + Re(Gf, 1))
_ ;(Re@f, Vf) = Re(Vfzf))
_ ;(Re<div(xf), f) — Re(@.V [, f))

n

:§Re<faf>

_ a2
= 2P,
L]

Démonstration du lemme 2.5. Si [ = C’gzﬁéy@, le calcul montre que la pro-
priété est vérifiée. Réciproquement, si f vérifie la propriété, alors, au sens
des distributions

1
V(e f) = (Vf + Axf) exlel® — 0.
Une distribution de gradient nul est constante donc il existe C' € C tel que

B0 = f=C N el



3 Définition de la transformée en paquets d’onde
Définition 3.1. Pour tout h > 0 et toute f € L*(R™), on définit

h

n/4 N , )
43) f(a;)efglwfq\ e~ P(E=a) 1.
™ R™

W"f:(p,q) €R™ = (¢, f) = (
On appelle W" f la transformée en paquets d’onde de f (ou, éventuellement,

la transformée de Fourier a fenétre de f).

Remarque 3.2. Nos paquets d’onde sont ici définis a [’aide d’une fenétre

‘ _hig2 , p :
gaussienne, r — €~ 2 | , translatée en temps et en fréquence. Dans ce chapitre,
on n’étudiera que ce cas-la mais d’autres choix sont possibles.

Proposition 3.3. Soit f € L*(R™). Pour tout ¢ € R",

/Rn WS (p.q)fdp = (:)H/Q /Rn | f () 2e M =9P dy

Pour tout p € R,

/R" W2 (b ) Fda = (4733;1)”/2/” |f(£)‘267%|§7p|2d€

Démonstration. Pour tous p,q, W"f(p,q) = eipq}"(fqﬁgjq)(p). Puisque la trans-
formée de Fourier conserve la norme (au facteur multiplicatif pres) :

/Rn W f(p, q)|%dp = (27)"|| féh |13,

ce qui est le résultat voulu.

Dautre part, W’ f(p,q) = (8, ) = mee(@hy, /) = F (o) (@)
Donc 1

(2m)"

L W) = (1 f bl
[l

Théoréme 3.4. Pour tout h > 0 et toute f € L*(R™), W"f appartient a
L*(R?"). De plus, W" est unitaire :

vfe LX®RY)  Ifll = W" [l



Démonstration. On integre d’abord sur p, en utilisant la proposition précédente.

T TE—
()"0 [ s
/Rn |f(z)|*da.

Corollaire 3.5. L’adjoint de W", W : F € L*(R*") — W F € L*(R"),
vérifie W*Wh = Id. Formellement, cet adjoint s’écrit

O

W F(z) = /]R . F(0,0)¢p,(x)dpdg

o\ ol in(e—a)
= (47T3> /R%F(p q)e”? dpdg.

Exemple 3.6 (Transformée en paquets d’onde d’un paquet d’onde). Soient
ho > 0 et pg,qo € R™ fixzés. Pour tout h > 0 et pour tous p,q € R"

n/2 )
(tho )( ) (hho)1/2 eh+zho (pgho—pogoh—phoqo+pohq)
Po,q0 27T2(h + ho)

hhq
X e 2 h+hq

2 1 lp—pg|?
|q qo‘ T2 hthg

On constate que la transformée en paquets d’onde d’un paquet d’onde
localisé autour de ¢y en temps et py en fréquence est elle-méme localisée,
autour de (po, go). En revanche, W" (¢ ) est un peu moins bien localisée

! Posdo)
que ¢, et @po ..

4 Diagonalisation approximative des opérateurs
différentiels

Pour toute fonction a : (p,q) € R*"® — C, on note M, l'opérateur suivant

M, : F € F(R*",C) — aF € F(R*",C).



On définit, pour tout s € R
H* = {f € L*(R") tq (1 + [¢*)*2f(¢) € L*(R")}
et on note, pour toute f € H®,
A 1/2
we= ([ a+lerIf©Prae) .

Lorsque f € L*(R™) et que s < 0, on définit || f||zs de la méme maniére.

171

4.1 Opérateurs de dérivation

Théoreme 4.1. Soit h > 0 quelconque. Soit o un multi-indice. On note D*
lopérateur de dérivation a-ieme. Alors

D* = W™ MW" + R

ot R est un opérateur continu de H'* vers H'.
Ici, Mipya est un abus de notation pour M, 4)—(ip)a -

Remarque 4.2. Le théoreme ne garantit pas que le reste R est petit au
sens de la morme. En revanche, il dit que R est plus régqulier que D% et
Wh*M(ip)aWh : ces deux derniers opérateurs associent a une fonction [ €
Hll un élément de L?, tandis que R associe a f € H'*! une fonction de H'.

Remarque 4.3. A lui seul, ce théoreme n’est pas tres intéressant, puisque
D est déja diagonalisé par un opérateur plus simple que W" : la transformée
de Fourier (et la diagonalisation est alors exacte : R = 0). Le phénomeéne
intéressant est que, comme nous allons le voir, W" diagonalise (approxi-
mativement) simultanément les opérateurs de dérivation et d’autres familles
d’opérateurs qui, eux, ne sont pas diagonalisés par la transformée de Fourier.

Démonstration. Soit f € HI®l quelconque.
D’apres la définition de la transformée en paquets d’ondes, pour tous p, ¢,

(ip)*W" f(p.q) = (ip)* ™' F(f o) (p)
= e™F ((fd0.0)™) (p)

On développe ( f¢07q)(a) par la formule de Leibniz :

(fo0a) ™ = FDog+ Y cafPoiy”

B<a



pour certains entiers naturels cg.
Cela implique

(ip) " W" f(p, q) = €™ F((f)boo)(p) + €™ 3 esF(fP 6% ()

B<a
= W (fO)(p,q) +e? S s F(fO 055 ) (p)
B<a
Donc
(M) W" = WD) (f)(p, q) = €™ 3" s F(FDe5% D) (p)
B<a

et, puisque W™ M ;e W" — D* = W (M ;)0 W" — WH D), il suffit de mon-
trer que, pour tout 8 < «, I'application suivante est continue de H!®l vers
H' :

Go:f = W((n.g) = " F(FO0 ) p))-

Pour toute f € H*l| d’aprés le lemme 4.4 (énoncé et démontré plus loin),

1/2
iGs(hll < ([ 0+ PIFO ol ™) ) Pdpda)

R2n
o 1/2
= C ([ 166 da)
n 1/2
=¢ (/Rn 1FPo5 13+ (105D D1 + 117 D00 O 113) dq) .
i=1
Pour toute fonction g € L? et tout multi-indice v, on a

[ Noelzda = [ to(or® ([ 16500 Pdg) a
N /R“ l9(®)F (/Rn 660 (¢ - q)\qu) dt

= [ 190 ([ 1630 dg) dt
R R
= Cyllgll

ou C, est une constante qui ne dépend que de ¢ et de .

10



Cela entraine que, pour des constantes Dg et Dj; ne dépendant pas de f,

n 1/2
1Gs(Pllm < Dy (Hf(ﬁ)l\% ns H@f(muz)
=1

< D/ﬁHfHH\ﬁ\H
< D[ f[] e

ce qui est le résultat voulu. O

Lemme 4.4. Il existe une constante C' > 0 telle que, pour toute F' € L*(R*"),

1/2
W Fllm < ([, 0+ pPIF(. ) *dpdg)

2n

Démonstration. Pour toute f € L?(R),

W f(p, @)l / 1 / X ,
PEI O gg = [ ([ 1w do) d
/]RQn 1 + ‘p’2 paq re 1 + |p|2 ( R | f(pa Q)| Q) p

_( : >// alfOPe P agd
~ \4n3h r2e 1+ [p|? b

si on pose

M) = ( : >n/2/ e
-~ \473h r2n 1+ |p|? b-

En étudiant cette dernieére intégrale, on voit que A = O(|¢|72) lorsque |£] —
+o00. Il existe donc D > 0 tel que, pour tout £ € R,

D

0<NE < e

et on a alors, pour toute f € L*(R),

/ W f(p,q)|?
R2n

11



Soit maintenant F dans L*(R*") telle que [gon (1 + |p|*)|F (p, q)|*dpdq <
+00. Pour toute f € L*(R"),

[(f, WHE)| = [(W"f, F)
aon W" f(p.q)F(p, Q)dpdq‘

(W f(p, q)|? s , L\
< R A
= (/Rz 1+ o2 dpdq (/R%(l + [p[)[F(p, q)] dpdq)

< VDIl ([, (14 PP .0 dpdg)

R2n

Puisque cette inégalité est vraie pour toute f € L%(R™), on doit avoir W" F €
H'(R") et, pour une constante C' qui dépend de D,

|/]/h* <C + 2 F 2d d v
R2n

4.2 Opérateurs de multiplication en temps

Théoreme 4.5. Soit h > 1. Soit a € C*°(R",C) une fonction bornée dont
toutes les dérivées sont bornées. Alors il existe une constante C, ne dépendant
que de a telle que, pour toute f € L*(R"),

(Supp(f) € Bae(0.0)) = (W™ DMLWA(S) — afllm < Callfl2).

ot l'on a noté a la fonction a : (p,q) — a(q).
Démonstration. Admis. O

Ce théoreme est moins bon que le théoreme 4.1 a cause de I'’hypothese
sur le support de f . Afin de pouvoir I'appliquer a des fonctions f dont la
transformée de Fourier n’est pas a support compact, on introduit la notion
de décomposition dyadique.

Proposition 4.6. [ existe des fonctions xo, x1 : R™ — [0; 1], de classe C*,
telles que

Supp(XO) C PR" (07 1)7
Supp(x1) C Brn(0,2) — Brn(0,1/2)

12



et, si on pose, pour tout j > 1, x;: & — x1(2'77z), on a

+o0
doxi=1
§=0

La somme est bien définie puisqu’en chaque point, seul un nombre fini de
termes de la somme sont non-nuls.

Démonstration. En exercice. ]

Pour toute fonction f € L?(R"), on note
VieN  fi=F T (GFS)
On a alors I'égalité f = Zjﬁg f; (ot la somme infinie converge dans L*(R")).

Théoreme 4.7. Soit a comme dans le théoréme précédent. On note A
Uopérateur de multiplication A : f € L*(R") — af € L*(R").
Pour tout j € N, on définit a; : (p,q) — a(q)x;(p). Alors

+oo ) )
A= W"*"My;W* + R
j=0

o, R est un opérateur continu de L? vers H'.

4.3 Diagonalisation des opérateurs différentiels

Théoréme 4.8. Soit d € N. Pour tout multi-indice s € N" tel que |s| < d,
soit ag : R™ — C une fonction C*™ dont toutes les dérivées sont bornées. On
note S lopérateur différentiel suivant

S:feHYR") — <Z asf(s)> € L*(R")
s|<d
On pose a : (p,q) € R" x R" = Y g<aas(q)(ip)® et, pour tout j € N, on
définit a; : (p, q) — a(p, ¢)x;(p). Alors
00 ) )
S=> W¥*M; W¥ +R,
7=0

ot R est un opérateur continu de H? vers H'.
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Démonstration. Admis. O

Remarque 4.9. Ce théoréme est vrai pour une classe d’opérateurs plus
générale que les opérateurs différentiels. Il s’agit des opérateurs pseudo-différentiels,
dont on verra la définition dans la suite du cours.

4.4 Transformée de Fourier-Bros-Iagolnitzer

Définition 4.10. Pour toute f € L*(R"), on définit la transformée FBI de

f par
Qf(p.a,h) =W"f(p,q) = (f. o0 ,)

et on note Q1 : f — Qf(p,q,|pl|)-

La transformée FBI diagonalise de maniere approximative les opérateurs
différentiels, d’'une maniere tres similaire a celle décrite au théoreme 4.8 mais
plus élégante a énoncer.

Théoreme 4.11. Soit S un opérateur différentiel comme dans le théoréme
4.8. On définit toujours a : (p,q) € R" x R" = 35<q as(q)(iq)°*. Alors

S =QTM:Q: + R,
ot R est un opérateur continu de H? vers H'.

Démonstration. Admis. O

En plus d’avoir de bonnes propriétés de diagonalisation, la transformée
FBI facilite I’étude des propriétés de régularité locale des fonctions. A titre
d’exemple, on a le théoreme suivant :

Théoréme 4.12. Soit f € L*(R). Soit zy € R. Alors f est analytique au
voisinage de xy si et seulement s’il existe un voisinage U de xq et des con-
stantes C, e, K > 0 telles que

Vge Ut >0,[p|>K  |Q(tp,q.t) < Ce .

Démonstration. Admis. O]
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