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TD n®1 : révisions

Exercice 1 : théoreme de Hahn-Banach

On admet la < forme analytique > du théoreme de Hahn-Banach :
Soient E un R-espace vectoriel et F' un sous-espace vectoriel de E. Soit p : E — R U {+o0}
une fonction vérifiant les deux propriétés suivantes :

Ve,y e ELVAe R p(hx) = Mp(x)  ple+y) < px)+py)

Sil: F — R est une forme linéaire telle que I(x) < p(z) pour tout x € F, alors il eriste
l: E— R une forme linéaire telle que :

Vee F, l(z)=I(x) et Vy € E, Uy) <py)

1. Soit E un espace vectoriel normé réel. Soient A, B C F deux ouverts convexes disjoints de
E. Montrer qu’il existe une forme linéaire continue non-nulle f : £ — R telle que :

sup f(z) < inf f(x)
€A zeB

[Indication : poser C' = A — B, puis p(x) =0si x € RTC et p(x) = +oosixz € E—RTC\]
2. Montrer que, si, au lieu d’étre ouverts, A et B sont fermés et au moins 'un des deux ensembles
est compact, alors I'inégalité large peut étre remplacée par une inégalité stricte.

Exercice 2 : théoreme de représentation de Riesz

1. Enoncer le théoréme de représentation de Riesz (ou de Riesz-Fréchet).

2. [Théoreme de Lax-Milgram]|
Soit H un espace de Hilbert sur R. Soit a : H x H — R une forme bilinéaire continue vérifiant
la propriété suivante :

de>0tqVer e H a(x,z) > c||z|?

Montrer que, pour toute forme linéaire continue ¢ € H’, il existe un unique u € H tel que :
Yve H a(u,v) = ¢(v)

[Indication : écrire a sous la forme a(.,.) = (A.,.).]

Exercice 3 : convergence faible dans les espaces de Hilbert
Soit H un espace de Hilbert.

1. Montrer que, si H est séparable, il admet une base hilbertienne (e, )nen.

[On rappelle que (e, )nen est une base hilbertienne si et seulement si tout élément = € H s’écrit

de maniere unique sous la forme z = 2,70 a,e,, avec ||z||? = 3125 a2 ]



2. Montrer que, si H est séparable, toute suite (zj)ren bornée d’éléments de H admet une
sous-suite qui converge faiblement dans H.
[On rappelle qu’une suite (zy)reny converge faiblement vers une limite x., dans un espace de

Banach E si et seulement si, pour toute forme linéaire continue ¢ € E’, on a ¢(xy) Fagee O(T0).]

3. Montrer que le résultat précédent reste vrai méme si H n’est plus supposé séparable.

Exercice 4 : distributions

Si E est un R-espace vectoriel, on appelle semi-norme une fonction p : E — R™ telle que :
Ve,y e B, plr+y) <p(z)+ ply) et VeeEVAeR, px)=|\p(x)

1. [Topologie définie par une famille de semi-normes]

a) Soient £ un R-espace vectoriel et {p;};c; une famille de semi-normes sur E. On note U
I’ensemble des parties U de E telles que, pour tout x € U, il existe » > 0 et iy, ..., 7,, un nombre
fini d’éléments de I vérifiant :

{2’ € E tqVk,p;(x —2') <r} CU

Montrer que U est une topologie. C’est la topologie définie par la famille de semi-normes {p;}icr.
b) Montrer que, pour cette topologie, les applications suivantes sont continues :

(x,y) EEXE—x+y (Mz) e RX E— A\

On dit que E est un espace vectoriel topologique.

¢) On suppose que, pour tout € E — {0}, il existe i € I tel que p;(x) # 0. Montrer que la
topologie de la question a) est séparée.

d) Soit ¢ une semi-norme sur F. Montrer que ¢ est continue pour la topologie définie par {p; }ics
si et seulement s’il existe C' > 0 et iy, ..., 1, € [ vérifiant :

q < C sup p;,

1<k<n

e) Montrer qu'une suite (z)keny d’éléments de E converge vers une limite x, si et seulement
si p(xy — x) — 0 pour toute semi-norme continue p.

2. Si K est un compact de R (pour un certain n > 1), on note Dy ’ensemble des fonctions de
R" dans R, de classe C*, a support compact inclus dans K.
Pour tout m € N, on définit une semi-norme p,, x par :

Vf€Dx  pmi(f)= sup [0%f(z)]

z€K,|a|<m

On munit Dk de la topologie engendrée par la famille de semi-normes {pp, x }men-

On note D l'ensemble des fonctions de R™ dans R, de classe C*, a support compact.
Pour tout ¢ € N*, on pose K; = [—i;4]". On note :

P = {p semi-norme sur D tq Vi € N*,pjp,. est continue}



On munit D de la topologie engendrée par la famille de semi-normes P.
a) Soit (fr)ren une famille d’éléments de D. Montrer que cette suite converge dans D vers une
limite f. si et seulement s’il existe ¢ € N* vérifiant :

Vk € NU {0}, fr € Dk, et fx = foo dans Dy,

b) Montrer que la topologie de D n’est pas métrisable.

3. Une distribution est une forme linéaire continue sur D. On note D’ 'espace des distributions.
Montrer qu'une forme linéaire L : D — R est une distribution si et seulement si, pour tout
compact K C R", il existe C' > 0 et m € N tel que :

Vf € D tq Supp(f) C K, IL(f)| < Comr(f)

Exercice 5 : espace de Schwartz et distributions tempérées

Soit n € N* fixé. On appelle espace de Schwartz ’ensemble suivant :

S = {f € C®(R",C) tq Vk € N,a € N sup (1 + ||z[|")]|0°f(z)| < —i—oo}

r€eR™

Pour tous k,m € N, on définit une semi-norme py, ,, sur S par :

pr(f) = sup  (1+[fa]|")|0°f ()|

z€R",|a|<m

et on munit S de la topologie engendrée par la famille de semi-normes {pg ,n } k. men. On note S’
I’ensemble des distributions tempérées, c’est-a-dire des formes linéaires continues sur S.

1. a) Montrer qu'une forme linéaire 7' : § — R est une distribution tempérée si et seulement
s’il existe C' > 0 et k, m € N vérifiant :

vies TN < Cpmi(f)

b) Donner un exemple de distribution 7' : D — R qui ne se prolonge pas en une distribution
tempérée T : S — R.

2. On définit la transformée de Fourier d'une fonction f € S par :

n

VEECR"  Ff(E) = / e ()"

On rappelle que la transformée de Fourier d'une fonction de Schwartz est toujours de Schwartz.
a) Pour toute distribution tempérée T' € &', on définit FT : S — R par :

Montrer que FT est une distribution tempérée.
b) Quelle est la transformée de Fourier du dirac en 0 (c’est-a-dire de la distribution f — f(0))?
c) Si g appartient a S, quelle est la transformée de Fourier de T, : f — [z fg?



Exercice 6 : formule de Green

Soit n > 2. Soit 2 C R™ un ouvert borné. On suppose que, pour tout xg € 0, il existe un
voisinage V de x( et un voisinage U de 0, ainsi qu'un C*°-difféomorphisme ¢ : Y — V vérifiant :

dUN R xR M) =vnQ

On note alors n(zg) la normale & 952 en g, ¢’est-a-~dire le vecteur unitaire orthogonal a dg ({0} x
R"!) dont le produit scalaire avec dgy(1,0, ...) est positif.

Si f € C°%Q,R") est & support inclus dans un ouvert V comme précédemment, on définit
I'intégrale de f sur 0€) par :

[ pds = [ £od(e)|det(dd(e))| de

ot U = {(x9,...,x,) € R tq (0,29, ..., ,) € U} et ¢(x) = ¢(0, x) pour tout = € U.
Si f € C°%(Q,R") est nulle sur 99, on définit :
fdS =0
o0

Enfin, si f € C°(©2,R") n’est dans aucune de ces deux situations, on définit I'intégrale par :

Agfd5:§/89<¢if)d5

ot les fonctions C* ¢; sont choisies de telle sorte que Y, ¢; = 1 et, pour tout 4, le support de
¢; est d’intersection vide avec 02 ou bien est inclus dans un ouvert )V de la forme précédente.

1. Soit f : C — R™ une fonction de classe C'. Montrer que :
/ div(f) da = / (f,n)dS
Q o9
2. On suppose que u, v : 2 — R sont respectivement C? et C'. Démontrer la formule de Green :

ou
- = A . =
/asz oY ds /Q( u)v dx +/9Vu Vudz avec du/On = (Vu,n)

Exercice 7 : énergie de Dirichlet

Soient 2 un ouvert borné de bord régulier. On considere @) : v € C*(2) = @, ou :
Q, : f € HV*69) —>/7]Vu]2dx
Q

avec u solution dans H'(Q) de :
div(yVu) = 0 dans Q
u = f sur 0f)
Montrer que, pour toute f :

dQp =1 (h)(f) = /Q WVl da

ou v est solution de :
{ Av =0 dans

v = f sur 0f2



