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TD n°11

Exercice 1 : estimation des dérivées d’une fonction harmonique
Soit © C R™ un ouvert. Soit u € C?(2) une fonction harmonique dans €.

1. Montrer que si B(xq,r) C £, alors, pour tout j =1,...,n :
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ol v; est la j-ieme coordonnée du vecteur normal unitaire & dB(xg, 7).

2. On suppose que m < u < M sur 0B(xg,r) pour deux constantes m et M. Montrer que :
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ou C,, est une constante qui dépend de la dimension.
3. En déduire que si m < u < M sur €2, alors :
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4. Montrer que si (uy)nen est une suite de fonctions harmoniques dans € qui est uniformément bornée,
alors on peut en extraire une sous-suite qui converge uniformément, ainsi que ses dérivées, sur tout
compact de €2, vers une fonction harmonique dans €.

Exercice 2 : généralisation de I’inégalité de Cacciopoli
Soient A = (ai;j(z)) € L>(Q, M4(R)) une fonction & valeurs matricielles et o > 0 tels que :
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Soient b € L>®(Q,RY) et ¢ € L=(2,R). On considere 'opérateur linéaire défini par :

Lu = —div(A(z)Vu) + b(z).Vu + c(x)u
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Soient f € L?(Q) et u € HY(Q) telles que Lu = f au sens des distributions. Soit Q' C Q un ouvert
borné tel que Q' c Q. Montrer que :
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[Indication : on pourra utiliser comme fonction test n%u ou n € C°(£2) et vaut 1 sur Q']



Exercice 3 : équation des ondes

Soient ug, u; € S’ deux distributions tempérées. On considere I’équation des ondes :

(02 = A)u=0
u(0) = ug Ou(0) = ug

1. [Existence et unicité de la solution]
a) On définit :

sin(t[€]])
1§}

Montrer que C' et S sont des fonctions C*°, dont les dérivées a tout ordre (en ¢ et &) sont & croissance
au plus polynomiale en ||¢]| & ¢ fixé.

b) Montrer que t — F~Y(C(t,.)tg + S(t,.)t1) est solution de I’équation.

[La transformée de Fourier désigne systématiquement la transformée au sens des distributions.]

¢) Montrer qu’il s’agit de I'unique solution.

[Indication : montrer que, si u est solution, alors, pour tout ¢, U : s — C(t —s,.)u(s) + S(t —s,.)0u(s)
est une fonction constante.]

VieR,EeR", Ot &) =costll¢]]) et St €)=

2. A partir de maintenant, on suppose qu’on est en dimension n = 3. A I'exception de la question a),
le raisonnement est néanmoins général.
a) On définit, pour tout ¢ > 0, deux distributions tempérées :

Ds(t): fes— F(z)do(z)
t JaB(o,t)

1 1
Dot) feS— + f@Md@+7/ Af(x)da

t2 JoaB(o,t) t JB(0,t)
Montrer que F(Dg(t)) = 4nS(t,.) et F(Dc(t)) = 4nC(t,.).
b) Soient zp € R™ et r > 0. Soient wy, @, u1, %1 quatre distributions tempérées. On suppose que les
restrictions de ug et @y & B(xg,r) coincident, ainsi que celles de uy et 4.
On note u et @ les solutions de ’équation des ondes, respectivement pour les conditions initiales (ug, u1)
et (ﬂo, ﬂl).
Montrer que, pour tout t €] — r;r[, les restrictions & B(zg,r — |t|) de u et 4 coincident.
3. On note U : (t,z) € R*! — u(t)(x). Montrer que, si (z,£) ¢ WF(ug) UW F(uy), alors, pour tout
y R, ((0,2),(y,€) ¢ WF(U).
4. a) Montrer que WF(U) C {((¢t,2), (|[£][,€)),t € R,z,§ € R*FU{((t, z), (—[[¢][,€)),t € R, z,§ € R"}.
b) Montrer que si (z,§) € WF(ug) ou (z, &) € WF(u1), alors ((0,2), (|[¢],§)) € WE(U) ou ((0,), (—[|¢]].€)) €
WF(U).
5. Pour tout ¢, montrer que si (x,§) € WF(u(t)), alors (z — t&§/|[¢]],§) € WF(up) UWF(u;) ou
(z + /€]l §) € WF(uo) U W F(u1).
[Indication : utiliser le théoreme de propagation des singularités du TD 10.]



