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TD n°12 : Campanato et De Giorgi

Dans tout le TD, si A est un ensemble borélien, on note |A| sa mesure de Lebesgue.

Exercice 1 : théoreme de différentiation de Lebesgue

1. Soient €2 I'union d’une famille B de boules ouvertes de R"™ et ¢ < |€2|. Montrer qu’il existe
une suite finie By, ..., By, de boules disjointes de B telle que :

k
c<3"> |Bj|

J=1

C’est le lemme de recouvrement de Vitali.
Pour toute fonction mesurable f appartenant a L} .(R™) et tout r > 0, on pose :

1

MeF ) = 1B Jown

(y)dy
La fonction maximale associée a f est définie sur R" par :

M f(x) = sup M| f|(x)

r>0
2. Montrer que, pour toute f € L(R") :

(M flr < 3"|[f]] 2

ol on a noté [u]; = supyso A[{z tq |u(z)] > A}
[Indication : on pourra utiliser le recouvrement de Vitali sur S = {x tq M|f| > A}.]
3. Montrer que pour toute fonction mesurable f € L} _(R™), on a pour presque tout z € R" :

lim M, f(x) = f(x)

r—0t

[Indication : on pourra commencer par le cas ou f € C.(R").]

Exercice 2 : injection de Sobolev

Soit u € W1P(R"). On note :
1

Upy = 75— u

|B(z,7)| /B(2,r)

1. Montrer que :

[ Juty) e dy < o [Vl
B(z,r) B(z,r)



ou C' est une constante indépendente de = et r.
[Indication : utiliser I'inégalité de Poincaré-Sobolev.]

2. En utilisant le théoreme de Campanato, en déduire que si €2 est un ouvert a bord régulier et

si p > n, alors WHP(Q) C C%*(Q) avec a =1 — 7.

Exercice 3 : théoreme de De Giorgi
Soit (aij)1<i j<n une famille d’éléments de L>(B(0,2), R) telle que, pour un certain A > 0 :

Ve, £ e R, AN[EIP < Y ag()ég

1<i,j<n

On note L : u — Y 1< j<n Oi(aij(x)0ju) et on suppose que Lu = 0 pour une certaine fonction
u e HY(B(0,2)).
On rappelle le résultat suivant, vu en cours :

Théoréme 3.1. Si B(xg,r) C B(xo,p) C B(0,2), alors il existe ¢ > 0 tel que, pour toute
sous-solution positive v € H'(B(0,2)) de L :

1/2
sup v <c (/ 112>
B(zo,r) B(xo,p)

1/2
()51,
B(zo,r) B(zo,p)

Le but de l'exercice est de donner du théoreme suivant une démonstration différente de celle
du cours.

1/2

Théoréeme 3.2. Il existe a« > 0 indépendante de u telle que u est a-Hélder sur B(0,1).

On va pour cela démontrer le lemme :

Lemme 3.3. [l existe o €]0; 1] indépendante de u telle que, pour tout o € B(0,1) et tout r > 0
tel que B(xo,4r) C B(0,2), alors :

sup u— inf u<o| sup uw— inf wu
B(zo,r) B(zo,r) B(zo0,2r) B(zo,2r)

1. Rappeler pourquoi le lemme entraine le résultat.

2. Dans cette question, on suppose que u € H'(B(0,1)) est une fonction qui vérifie I'inégalité
suivante, pour un cqg > 0 fixé :

J11vull? < e
Pour tout € € [0;1/2[, on définit :

Ac=u'(]—o0ie) Ce=u'(Jel—¢]) De=u"'([1—e+oc|)



On commence par supposer que u est de classe C?.
a) Soit g € A.. Soit S,, = {z € 9B(0,1) tq [zo; z[ND, # 0}. Montrer que :

1
[ a=29do@) < [ [ 119u((1 = Do + )| llo = 2]l La-yeqstoecdt do(a)

zo
b) En déduire :
\Y
/ (1 - 2e)do(x) < cn/ ”“—(w”ldy
SzO CG :CO - y| |n_
pour une constante ¢, ne dépendant que de la dimension n.
¢) Montrer qu'il existe ¢/, > 0 tel que, pour tout x € B(0,1) et tout £ C B(0,1) :

d
[ < B
E ||z =yl

d) Montrer que [, 1do(z) = ;| D[, ol ¢ est une constante qui ne dépend que de la dimension
n.
e) Montrer que :

cé/zc;cn
(1 —2¢)c

f) On ne suppose maintenant plus que u est C'. Montrer que :

[Ac[|De] < [Cel2[A

| Ao| | Do| < 2= |Co| 2| A |m

/!
Cn

3. Soit w € H'(B(0,3/2)) une sous-solution de Lu = 0 (c’est-a-dire qu’on a Lu > 0). On
suppose 0 < u < 1. Soit = |B(0,1) Nu~({0})|. On suppose p > 0.

Pour tout k € N, on pose v, = 28 max(0,u — (1 — 27%)).

a) Montrer qu’il existe ¢y > 0 indépendante de u telle que, pour tout k :

[ IvulP < e
B(0,1)

b) En appliquant le résultat de la question 2. a la fonction 2 min(vg, 1/2), montrer que, pour
tout k € N* :

[{z € B(0,1) tq vg(z) > 0, ve41(z) = 0] > ¢|{z € B(0,1) tq vpp1(z) > O}

ol ¢ est une constante qui ne dépend que de n, p et cq.
¢) Montrer que, pour tout 6 > 0, il existe kg ne dépendant que de n, u, § et ¢ tel que :

[{z € B(0,1) tq vg,(z) > 0}[ <0
d) En déduire qu'il existe n €]0; 1] ne dépendant pas de u tel que :

sup u <7
B(0,1/2)

[Indication : utiliser le fait que [p )07, < [{z € B(0,1) tq vg,(z) > 0}]]

4. Démontrer le lemme.



