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TD no13 : Campanato, régularité elliptique et
Trudinger

Exercice 1 : injection de Sobolev

Soit u ∈ W 1,p(Rn). On note :

ux,r =
1

|B(x, r)|

∫
B(x,r)

u

1. Montrer que : ∫
B(x,r)

|u(y)− ux,r|pdy ≤ Crp
∫
B(x,r)

||∇u||p

où C est une constante indépendente de x et r.
[Indication : utiliser l’inégalité de Poincaré-Sobolev.]

2. En utilisant le théorème de Campanato, en déduire que si Ω est un ouvert à bord régulier et
si p > n, alors W 1,p(Ω) ⊂ C0,α(Ω) avec α = 1− n

p
.

Exercice 2 : régularité elliptique

Soient Ω un ouvert de Rn et A ∈ C0,1(Ω,Mn(R)) telle que, pour un certain λ > 0 :

∀x ∈ Ω, ξ ∈ Rn, 〈Aξ, ξ〉 ≥ λ||ξ||2

Pour tout h ∈ Rn, on note τhu = u(x+h) et ∆hu = u(x+h)−u(x)
||h|| . Soient Ω′ et Ω′′ tels que Ω′ ⊂ Ω′′

et Ω′′ ⊂ Ω.

1. Rappeler pourquoi, pour u ∈ H1(Ω) et h assez petit :

||τhu− u||L2(Ω′′) ≤ ||h|| ||∇u||L2(Ω)

2. Soit f ∈ L2(Ω). Soit u ∈ H1(Ω) une solution faible de − div(A∇u) = f .
Montrer que pour tout h assez petit et φ ∈ H1(Ω), à support dans Ω′′, on a :∫

Ω
〈(τhA)∇(∆hu),∇φ〉 =

∫
Ω

(∆hf)φ−
∫

Ω
〈(∆hA)∇u,∇φ〉

3. En s’inspirant de la preuve de l’inégalité de Cacciopoli, montrer que :∫
Ω′
||∇∆hu||2 ≤ C

∫
Ω

(u2 + f 2)

[Indication : on pourra utiliser le fait que
∫

Ω′′ ||∇u||2 ≤ c
∫

Ω(u2 + f 2). Voir le TD 11 pour la
démonstration.]
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4. En déduire : ∫
Ω′
||∇2u||2 ≤ C ′

∫
Ω

(u2 + f 2)

5. On considère maintenant le problème de Dirichlet :®
− div(A∇u) = f sur R

u = 0 sur ∂R

où R est le rectangle [0; 1]× [−1; 1]n−1. Soit R′ = [0; 1/2]× [−1/2; 1/2]n−1. Montrer que :∫
R′
||∇2u||2 ≤ C ′′

∫
R

(u2 + f 2)

Exercice 3 : inégalité de Trudinger

On rappelle l’inégalité de Young. Soient p, q, r ∈ [1; +∞] tels que 1
p

+ 1
q

= 1 + 1
r
. Alors :

∀f ∈ Lp(Rn), g ∈ Lq(Rn), ||f ? g||r ≤ ||f ||p||g||q

1. Soit u ∈ Hn/2(Rn). Montrer que l’on peut écrire u = Jn/2 ? v avec v ∈ L2 et :

Ĵn/2(ξ) =
1

(1 + ||ξ||2)n/4

2. En étudiant la distribution

u ∈ D(Rn − {0})→
∫
eix.ξ

u(x)

(1 + ||ξ||2)n/4
dxdξ

définie par une intégrale oscillante, montrer que Jn/2 est C∞ sur Rn−{0} et décrôıt rapidement
quand ||x|| → +∞.

3. Montrer que, pour ||x|| ≤ 1, on a :

|Jn/2(x)| ≤ C||x||−n/2

[Indication : on pourra, pour tout k ∈]0;n[, estimer F−1(||ξ||−k) par homogénéité.]

4. En déduire :

||Jn/2||2−δL2−δ ≤
Cn
δ

5. Montrer que, pour tout p ≥ 2, ||u||Lp ≤ C(2 + p)1/2+1/p||u||Hn/2 .

6. En déduire qu’il existe γ, ne dépendant que de ||u||Hn/2 , tel que :∫
Rn

(eγ|u(x)|2 − 1)dx < +∞
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