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TD n°13 : Campanato, régularité elliptique et
Trudinger

Exercice 1 : injection de Sobolev
Soit u € WP(R"). On note :

: /
Uy = u
|B(z,7)| /B
1. Montrer que :

[ quly) e dy < o [Vl
B(z,r) B(z,r)

ou (' est une constante indépendente de x et r.
[Indication : utiliser I'inégalité de Poincaré-Sobolev.|

2. En utilisant le théoreme de Campanato, en déduire que si {2 est un ouvert a bord régulier et

sip > n, alors WHP(Q) C C*(Q) avec a =1 — 2.

Exercice 2 : régularité elliptique
Soient 2 un ouvert de R™ et A € C%'(Q, M,,(R)) telle que, pour un certain A > 0 :

Vee Qe R, (AL €) > M€

Pour tout h € R™, on note m,u = u(x+h) et Apu = W Soient (V' et Q" tels que O C Q”
et Q7 C Q.
1. Rappeler pourquoi, pour u € H'(Q) et h assez petit :

[|[Thu — ul| 2@y < IR |Vl 2@

2. Soit f € L*(Q). Soit u € H'(Q) une solution faible de — div(AVu) = f.
Montrer que pour tout h assez petit et ¢ € H(£2), & support dans ”, on a :

/Q (T A)V (Apu), V) = /Q (Anf)d — /Q (AnA)Vu, V)
3. En s’inspirant de la preuve de I'inégalité de Cacciopoli, montrer que :
[IvawlP <c [ @+
% Q

[Indication : on pourra utiliser le fait que [, ||Vul[* < ¢ [o(u® + f?). Voir le TD 11 pour la
démonstration.]



4. En déduire :
Lzl < e [ @+ )

5. On considere maintenant le probleme de Dirichlet :

—div(AVu) = fsur R
u =0sur OR

olt R est le rectangle [0;1] x [—1;1]"1. Soit R = [0;1/2] x [-1/2;1/2]*~!. Montrer que :

vl <o [ @+ p2)
R’ R

Exercice 3 : inégalité de Trudinger
On rappelle 'inégalité de Young. Soient p, ¢, r € [1;+0o0] tels que ;1) + % =1+ % Alors :
VfeL!(R"),g€ LYR"),  [|fxgll- <|[fllsllgllg

1. Soit u € H™/?(R™). Montrer que I'on peut écrire u = J, o x v avec v € L? et :

A 1
Jupl) = e
A8 = ey
2. En étudiant la distribution
u()
u € D(R™ —{0}) —>/ —d d&
+ [[&]]2)m/4

définie par une intégrale oscillante, montrer que .J, /2 est C*° sur R™ — {0} et décroit rapidement
quand ||z|| — +o0.

3. Montrer que, pour ||z|| <1, on a :
[Jaj2(2)] < Cll|| 7/

[Indication : on pourra, pour tout k €]0;n[, estimer F1(||£]|~*) par homogénéité.|

4. En déduire :
C,

el 235 < =

5. Montrer que, pour tout p > 2, ||u||zr < C(2 + p)Y2 VP ||u|| gn/2.

6. En déduire qu’il existe 7, ne dépendant que de ||u||gn/2, tel que :

/ (@ _ 1)dz < +o0



