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TD n°3 : opérateurs pseudo-différentiels et front d’onde

Exercice 1 : commutateurs

Soit a € 8™ un symbole d’ordre m. On définit I'opérateur pseudo-différentiel associé par :

Op(a) :ue SR") — (ZL‘ — /eixfa(x,g)a(g)%)

1
(2m)"

1. On note [Op(a),d;] le commutateur de Op(a) et de la dérivée partielle par rapport a la j-ieme
variable. Montrer qu’il s’agit a nouveau d’un opérateur pseudo-différentiel et calculer son symbole en
fonction de a.

2. Méme question pour [Op(a), z;], ot z; désigne la multiplication par x;.

Exercice 2 : distributions & support compact

Soit v : D(R™) — R une distribution.

Pour tout ouvert 2 C R", on note u|q la restriction de u a D(£2). On dit que u est nulle au voisinage
de z € R" ¢'il existe un ouvert {2 contenant x tel que ujq = 0.

On définit le support de u par :

Supp(u) = R" — {x € R" tq u est nulle au voisinage de x}

On note &'(R™) I'ensemble des distributions & support compact.
1. Montrer que les éléments de £'(R™) se prolongent & S(R™) en des distributions tempérées.

2. Montrer que pour toute u € &'(R™), Fu est une fonction C* & croissance au plus polynomiale.

Exercice 3 : propriétés du front d’onde
On suppose u € £'(R™) fixée pour la suite de P'exercice.

1. Soit & tel que u est a décroissance rapide sur un voisinage conique C; de £ (on dit alors que £ ¢ ¥(u)).
a) Montrer qu’il existe un voisinage conique Co de £ et une constante ¢ telle que, pour tout n € Cy,
on ait ||n —¢|[ < clnll = ¢ € C1._

b) Soit ¢ € S(R™). Montrer que ¢u est a décroissance rapide sur Cs.

c) En déduire que, pour toute ¢ € S(R™), X(opu) C X(u).

2. Montrer que, pour toute v € D'(R™), pour toute ¢ € C*°(R"™,R), on a WF(¢v) C WF(v).

3. a) Soient ¢1, P2 € C°(R") telles que ¢a # 0 sur le support de ¢1. Montrer que X(p1u) C X(pou).
b) On définit 3, (u) comme l'intersection des X (¢u), pour ¢ € CS° telles que ¢(x) = 1. Dire pourquoi :

Yo(u) = {€ tq (z,§) € WF(u)}

c) Soit I un voisinage conique de ¥, (u). Montrer qu'’il existe un nombre fini de ¢; € C2°(R",R) avec
¢j(x) # 0 telles que N3 (pju) C I



d) En déduire qu’il existe un voisinage U de x tel que, pour toute fonction ¢ € C°(U,R), on ait
S(fu) C T.

Exercice 4 : propagation des singularités pour 1’équation des ondes

1. Résoudre I’équation des ondes sur R™ :

RPu—Au =0
{ (u, Opu)|t=0 = (0, f) (1)

ott f € L*(R™) est & support compact et u € C*(R, H*(R")). Montrer que si f € C®(R"), alors
u € C®(R x R™).

On définit le support singulier par : z ¢ singsupp(u) s’il existe un voisinage de x sur lequel u est C™
et on définit 3(f) comme a lexercice 3.

2. On considére une solution u de (1). Soit x € C*°(R") telle que x(§) = 1 pour ||{]| > 1 et x =0 au
voisinage de 0. Vérifier que :

e LT s e
(t:9) = Gy gt 1) gy [ (L= X(@) e fe)ae

ou on a noté :

wsltyn) = [ XS fie)dg

3. Montrer que WF (u(t)) C WF(us(t)) UWF(u_(t)).
4. On suppose fixé t € R et xg ¢ Supp(f) —t21(f), ou 1(f) = Z(f) N{||¢]| = 1}. Soit U un voisinage
de z¢ et I un voisinage conique de X(f) tels que :

U N (Supp(f) —tT'1) =0

ouon anoté I'y = I'N{||¢|| = 1}. On introduit ¢ homogene de degré 0 telle que ¢ = 1 sur un voisinage
conique de X(f) et 1(£) = 0 pour £ ¢ T. On écrit uy = ul +u? ol :

WL (t,2) / Qb(’f)gﬁ(f) i@ E+IED F(e) e

1_ A .

ua_(t,x) _ / ( 1’#(5?))((5) ez(w.{—l—tHEH)f(g)dg

Montrer que singsupp(u) = singsupp(ul ).

5. En utilisant la relation

n . ) &
T —y; + tﬁ

2 k
H

j:lz"x—g%—t'l%

3j6i((r—y)-£+t||§|\) — i(z—y)-E+1[E]])

montrer que u} € C>®°(U). En déduire z( ¢ singsupp(u(t)).

6. En déduire le < théoreme de propagation des singularités > suivant :

singsupp(u(t)) C Ui g)ew r(f) <x = t||§||)



