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TD n°7

Exercice 1 : racine carrée

Soit a € S™. On suppose qu’il existe ¢, R > 0 tels que, pour tous z,£ € R™ :
Rea(z,€) > c(1+|lg])™*  sillg]l > R
Montrer qu’il existe b € S™/2 tel que Op(a) — Op(b) o Op(b) € Op(S—>°).

Exercice 2 : inégalité de Garding
Soit m > 0.
1. Soit a € S™. On suppose qu’il existe ¢, R > 0 tel que, pour tous z,£ € R™ :

la(z, ) = (X + €)™ sillE]| = R

Soient s,t € R. Montrer qu’il existe Ky, K1 > 0 telles que, pour toute u € H* :

||u| Hs S KO“ Op(a/)u| Hs—m + K1||u||Ht

[Indication : introduire b € S~ tel que Op(b) o Op(a) — Id € Op(S—).]
2. Soit a € S™. On suppose qu’il existe ¢, > 0 tels que, pour tous x,& € R™ :

Rea(z,§) = (1 +[[E[)™  sillE]| =7
a) Montrer qu’il existe R € Op(S™™!) tel que, pour toute u € S(R") :
Re (Op(a)u,u) = (Op(Rea)u, u) + (Ru, u)
b) Montrer que, pour tout 7" € Op(S™1), il existe C' > 0 tel que, pour toute u € HMD/2(R") .
| (Tu, u) | < O|ful [fom-12
¢) Montrer qu'il existe Cy, C; > 0 tels que, pour toute u € H™/2(R") :
Re (Op(a)u,w) > Collul[fm/ — Cil[u|[fm-12

[Indication : montrer qu’il existe b € S™? tel que Op(Rea) = Op(b)* o Op(b) + S avec S €
Op(S™1)]



3. [Raffinement] Montrer que, pour tout s € R, il existe A, B; > 0 des constantes telles que :

Vue H"2(R™)  Re(Op(a)u,u) = Ayl[ul /s — Byllul -

[Indication : majorer ||u||gm-1/2 en fonction de ||u||gm/2 et ||u||ms.]

Exercice 3 : application de l’inégalité de Garding

Soit €2 un ouvert borné de bord régulier.

Soient L, ..., Ls, L}, ..., L. des opérateurs différentiels réels d’ordre au plus k& € N (avec des
coefficients C*°, bornés et ayant toutes leurs dérivées bornées). Alors L = Lyo L} +...+ Lo L,
est un opérateur différentiel d’ordre au plus 2k. On suppose que le symbole [ associé vérifie,
pour des constantes ¢, R > 0 :

1z, &)] = c(1+IEIN*  sillél| =R

Pour tout A € R, on pose L) = L + Ald.
On considere, pour une fonction f € H=*(Q) = (HE(Q))' fixée, le probléme de Dirichlet suivant :

Lyu = fsur(Q
u = 0 sur 0f2

Pour tout A € R, on dit que u € HE(Q) est une solution faible du probléme de Dirichlet si,
pour toute v € HF(Q) :

(Lyu, Liv) + ... + (LLu, LZv) + X (u,v) = (f,v)

1. Démontrer que, pour toute f, si A est assez grand, alors le probleme de Dirichlet admet une
solution faible.
[Indication : utiliser le théoreme de Lax-Milgram, rappelé ci-dessous (pour la démonstration,
voir le TD 1).]

Théoréme 3.1 (Lax-Milgram). Soit H un espace de Hilbert. Soit B : H x H — R bilinéaire
et continue. On suppose qu’il existe ¢ > 0 tel que, pour tout v € H :

B(z, ) > cf|x||3

Pour toute T € H', il existe u € H tel que, pour tout v € H :
T(v) = B(u,v)

2. Quel cas particulier de ce théoreme avez-vous vu en cours ?

Exercice 4 : les opérateurs pseudo-différentiels sont bornés sur L2

1. Soit H un espace de Hilbert. Soit (7});ez une suite d’opérateurs continus de H vers H. On
suppose qu'il existe une fonction paire w : Z —|0; +oo[ vérifiant les trois propriétés suivantes :

L. Yjezw(j) < 400



2.V5 kb, ITTE]| < w(G = k)
3. Vi, k, VITTE] < w(i — k)

On note 0 = 3 ez w(j).
a) Montrer que, pour tout j, ||Tj|| < w(0).
b) Montrer que, pour tout N € N* et tout (i1, ..., iay) € Z*N :

||71:;T;2T* ,_TMT* E2N|| S w(O)w(il — ig)&)(ig — 7:3)...(4}(7:2]\[_2 — iQN_l)W(iQN_l — ’iQN)

13 2N -1

c) Montrer que, pour tout sous-ensemble fini F' de Z, si on note U = Y ;cp T}, alors :
Ul <o

[Indication : & 'aide de la question précédente, majorer ||(U*U)Y|| pour tout N.]

2. Dans cette question, on montre que, pour tout a € Sg,, Op(a) : S(R") — S(R™) se prolonge
en un opérateur continu de L*(R™) vers L*(R™), dont la norme est majorée par une combinaison
linéaire des normes de certaines dérivées partielles de a.

Remarquons qu’on a déja vu ce résultat pour a € 530 = S% mais que le théoréme pour a € 58’0
est plus fort.

On admet le théoreme suivant, variante du théoreme démontré a la question 1.c).

Théoréme 4.1. Soit (A.).cgz une famille bornée d’opérateurs de L?(R?) dans Ilui-méme,
mesurable en z. On suppose qu’il existe h : R? x R? — R vérifiant les trois propriétés suivantes :

1. V2,2 ||A AL < h(z,2')?
2. Vz, 2 ||ATAL|| < W(z, 2)?
3. lopérateur H ayant h pour noyau est borné de L*(R?) vers L*(R?).

Alors, pour toute fonction v : R*? — C mesurable et bornée, A = [p2 v(2)A.dz est un opérateur
borné sur L*(R?), dont la norme vérifie :

1Al 2o 22 < [[Vllol [H | 22 12

a) Montrer qu’il suffit de démontrer le résultat de continuité voulu en dimension n = 1. On fera
dans la suite 'hypothese que n vaut 1.

[Indication : on pourra utiliser le fait que, si (uy)ren est une base hilbertienne de L*(R), alors
(wg, (1) uk, (T0))k,. kmen est une base hilbertienne de L*(R").]

b) Soit ¢ : R — R telle que ¢(z) = 2¢7*/2 si x > 0 et ¢(x) = 0 sinon. Montrer qu’au sens des
distributions :

(14 8,)%0 = do
¢) On pose g(z,&) = (1 + 9,)*(1 + 9¢)%a(x, £). Montrer que :

Va6 a(e€) = [ gls, )6z — $)a(¢ — t)dsdt

d) Pour tous s,t € R, on pose :

Ay fePR) = (v [ e —s)o(6 — )/ (€)de)



Soient s,t,s',t" quelconques. Montrer que Ay A%, est un opérateur a noyau. Calculer le noyau,
qu’on notera K.
e) Montrer qu’il existe C' > 0 tel que, pour tous z,y € R :

K (2,y)] < Ce V2 (1t |z — y)) ol — s)dly — ¢)
f) Montrer que, pour une certaine constante ¢ > 0 :
Vs, t, st | A A% || e < (14 |s — &|)Belt-t1/2
[Indication : on pourra utiliser I'inégalité || Ay A%y ||1> < [|K(z,y)|*dzdy.]

On admet que ||AfAgy|| vérifie la méme inégalité.
g) Démontrer le théoreme.



