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TD n°9 : propagation des singularités

Exercice 1 : équation de transport

Soit V' : R™ — R" une application de classe C*°. On suppose qu’il existe A, B > 0
tels que :
VeeR",  |[V(2)]| < A+ Bl[z]|

1. Montrer que, pour tout x, I’équation suivante a une unique solution X €
C*(R,R") :
X' VoX
X(00) = =z
On note ®(z) = X ().

2. Montrer que, pour tout ¢t € R, ® est un C*-difféomorphisme.

3. On considére maintenant I’équation suivante, pour une fonction ug € C1(R", R) :

Uji=0 = Up

{ %u+(V,qu> = 0

Montrer que I'unique solution u € C'(R x R", R) de cette équation est u(t,x) =
Up © (I)_t(l‘).
Exercice 2 : équation différentielle hamiltonienne

1. Soit b(z,&) € St, & valeurs réelles. On considere la solution ¢t — ®'(x,€) du
systeme :

WV, £0), = Vab(a(t).€(1),
z(0) =z, £(0) =¢

Montrer que, pour tout ¢, le flot ' : R?*® — R?" est bien défini et est un
C*>°-difféomorphisme.
2. On note ®'(z, &) = (X'(2,€),E(,€)).



a) Montrer qu’on peut choisir ¢y > 0 tel que, pour tous x,£ € R" et t € [0; ] :

1
[15°(z, &) =€l < 5 (LI

[Indication : commencer par montrer qu’on peut choisir t; > 0 tel que, pour
tous ,§ € R™ et ¢ € [05¢4], [[Z'(z, )] < 2(1 + [[¢]]).]

b) Pour tous t,x,&, on pose Si(z,&) = (<§>d_m1)§/t5t <€C>lj§(t) € Mz, (R), ou (§) =

(1 + |[€]P)Y? et ot d. X!, de Xt d, = de=! sont identifiées & des matrices de
M, (R).

Montrer que S; est solution d’'une équation différentielle de la forme :

{g?tSt(:c,f) = A(t,2,8)Si(z,¢)
So(x,€) = so

pour une application A : R x R" x R" — My, (R) et un élément sy € Moy, (R)
qu’on calculera.

c) Soient o, B des multi-indices quelconques. Montrer qu'il existe ¢, g, c’aﬁ >0
tels que, pour tout ¢ € [0; ] :

Vo, &, [|0200X (@, 6)|] < cap (€)T sifa + 18] >0
Vo, &, ||0200E ! (x,€)|] < g ()W

d) Montrer que, pour tout r € R et tout py € S”, po(P!(z,£)) est un symbole
de S”, uniformément en ¢ € [0; to).

3. En itérant la résolution précédente, montrer que, pour tout 7', po(®!(z,£))
définit un symbole de S”, uniformément en ¢t € [0; .

Exercice 3 : théoreme d’Egorov

On consideére un symbole a(x,§) = a' + a” avec a! € St & valeurs imaginaires
pures. On note H le champ de vecteurs suivant :

Ly (9al & _dal 0
8&‘5 (%j ij 86]

H:T
ijl

On note S(t,s) Vopérateur qui & ug € L? associe la solution u(t) = S(t, s)ug de
I’équation :

{‘?)?vLOp(a)u =0

u(s) o
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Soit Py = Op(po) € Op(S?)
1. On pose P(t) = S(t,0)FyS(0,t). Montrer que P vérifie :

{P’(t)ﬂOp(a),P(t)] =0
P0) = P

2. On définit ¢'% par :

{($+H)q<”>(ta%€) =0
(O)(O,SL’,S) = pO('rvg)

a) Calculer ¢ en fonction du flot ® introduit & Pexercice 2, pour le symbole
b= 1 a'. Montrer qu’il est bien défini et que, pour tout ¢, ¢V )(t, ., .) appartient
a SO
b) Montrer que :

(‘3

3. On définit maintenant ¢~ par :

(4+H)q"V(t,2,6) = =bV(t,2,)
¢=10,2,8) = 0

a) Pour tout s, on définit I~V (s, ., ., .) comme la solution de 1’équation suivante :

(dt—l_H)qN( U(S,t,%,f) =0
¢ V(s,5,2,8) = —bV(s,2,€)

Montrer que ¢V (¢, z,£) = J{ GV (s, t,2,€)ds et en déduire que, pour tout t,

¢"V(t,.,.) appartient & S~

b) Montrer que :
9 Op(a®

5, 0p(@” +¢) + [Op(a), Op(g"” +¢'=)] = Op(b'~) € Op(57)

4. En continuant le processus, montrer qu’il existe ¢, € S°, de classe C! en ¢, tel
que, pour tout t, g;(x, &) — po(®7(z,&)) € S~ et :

{ 2 0p(g:) + [Op(a), Op(g)] = Op(ry)
qo(z,&) = po(z,§)
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avec r; € S~ pour tout ¢, uniformément en ¢ sur tout compact de R.

5. Soit f € H™*°. Montrer que, pour tout ¢, S(t,0)FPyS(0,t)f — Op(q)f € H*.
[Indication : commencer par montrer que, pour tout ¢, S(¢,0) Py f—Op(q;)S(¢,0)f €
H™> ]



