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TD no9 : propagation des singularités

Exercice 1 : équation de transport

Soit V : Rn → Rn une application de classe C∞. On suppose qu’il existeA,B > 0
tels que :

∀x ∈ Rn, ||V (x)|| ≤ A+B||x||

1. Montrer que, pour tout x, l’équation suivante a une unique solution X ∈
C∞(R,Rn) :  X ′ = V ◦X

X(0) = x

On note Φt(x) = X(t).

2. Montrer que, pour tout t ∈ R, Φt est un C∞-difféomorphisme.

3. On considère maintenant l’équation suivante, pour une fonction u0 ∈ C1(Rn,R) :
∂
∂tu+ 〈V,∇xu〉 = 0

u|t=0 = u0

Montrer que l’unique solution u ∈ C1(R×Rn,R) de cette équation est u(t, x) =
u0 ◦ Φ−t(x).

Exercice 2 : équation différentielle hamiltonienne

1. Soit b(x, ξ) ∈ S1, à valeurs réelles. On considère la solution t → Φt(x, ξ) du
système :

dx

dt
= ∇ξb(x(t), ξ(t)),

dξ

dt
= −∇xb(x(t), ξ(t)),

x(0) = x, ξ(0) = ξ

Montrer que, pour tout t, le flot Φt : R2n → R2n est bien défini et est un
C∞-difféomorphisme.

2. On note Φt(x, ξ) = (X t(x, ξ),Ξt(x, ξ)).
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a) Montrer qu’on peut choisir t0 > 0 tel que, pour tous x, ξ ∈ Rn et t ∈ [0; t0] :

||Ξt(x, ξ)− ξ|| ≤ 1

2
(1 + ||ξ||)

[Indication : commencer par montrer qu’on peut choisir t1 > 0 tel que, pour
tous x, ξ ∈ Rn et t ∈ [0; t1], ||Ξt(x, ξ)|| ≤ 2(1 + ||ξ||).]
b) Pour tous t, x, ξ, on pose St(x, ξ) =

Å
dxX

t 〈ξ〉dξXt

〈ξ〉−1dxΞt dξΞ
t

ã
∈ M2n(R), où 〈ξ〉 =

(1 + ||ξ||2)1/2 et où dxX
t, dξX

t, dxΞ
t, dξΞ

t sont identifiées à des matrices de
Mn(R).
Montrer que St est solution d’une équation différentielle de la forme :

∂
∂tSt(x, ξ) = A(t, x, ξ)St(x, ξ)
S0(x, ξ) = s0

pour une application A : R× Rn × Rn →M2n(R) et un élément s0 ∈ M2n(R)
qu’on calculera.
c) Soient α, β des multi-indices quelconques. Montrer qu’il existe cα,β, c

′
α,β > 0

tels que, pour tout t ∈ [0; t0] :

∀x, ξ, ||∂αx∂
β
ξX

t(x, ξ)|| ≤ cα,β 〈ξ〉−|β| si |α|+ |β| > 0

∀x, ξ, ||∂αx∂
β
ξ Ξt(x, ξ)|| ≤ c′α,β 〈ξ〉

1−|β|

d) Montrer que, pour tout r ∈ R et tout p0 ∈ Sr, p0(Φ
t(x, ξ)) est un symbole

de Sr, uniformément en t ∈ [0; t0].

3. En itérant la résolution précédente, montrer que, pour tout T , p0(Φ
t(x, ξ))

définit un symbole de Sr, uniformément en t ∈ [0;T ].

Exercice 3 : théorème d’Egorov

On considère un symbole a(x, ξ) = a1 + a0 avec a1 ∈ S1 à valeurs imaginaires
pures. On note H le champ de vecteurs suivant :

H =
1

i

n∑
j=1

Ñ
∂a1

∂ξj

∂

∂xj
− ∂a1

∂xj

∂

∂ξj

é
On note S(t, s) l’opérateur qui à u0 ∈ L2 associe la solution u(t) = S(t, s)u0 de
l’équation : 

∂u
∂t + Op(a)u = 0

u(s) = u0
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Soit P0 = Op(p0) ∈ Op(S0).

1. On pose P (t) = S(t, 0)P0S(0, t). Montrer que P vérifie : P ′(t) + [Op(a), P (t)] = 0
P (0) = P0

2. On définit q(0) par :
(
d
dt +H

)
q(0)(t, x, ξ) = 0

q(0)(0, x, ξ) = p0(x, ξ)

a) Calculer q(0) en fonction du flot Φt introduit à l’exercice 2, pour le symbole
b = 1

ia
1. Montrer qu’il est bien défini et que, pour tout t, q(0)(t, ., .) appartient

à S0.
b) Montrer que :

∂

∂t
Op(q(0)) + [Op(a),Op(q(0))] = Op(b(−1)) ∈ Op(S−1)

3. On définit maintenant q(−1) par :
(
d
dt +H

)
q(−1)(t, x, ξ) = −b(−1)(t, x, ξ)

q(−1)(0, x, ξ) = 0

a) Pour tout s, on définit q̃(−1)(s, ., ., .) comme la solution de l’équation suivante :
(
d
dt +H

)
q̃(−1)(s, t, x, ξ) = 0

q̃(−1)(s, s, x, ξ) = −b(−1)(s, x, ξ)

Montrer que q(−1)(t, x, ξ) =
∫ t
0 q̃

(−1)(s, t, x, ξ)ds et en déduire que, pour tout t,
q(−1)(t, ., .) appartient à S−1.
b) Montrer que :

∂

∂t
Op(q(0) + q(−1)) + [Op(a),Op(q(0) + q(−1))] = Op(b(−2)) ∈ Op(S−2)

4. En continuant le processus, montrer qu’il existe qt ∈ S0, de classe C1 en t, tel
que, pour tout t, qt(x, ξ)− p0(Φ

−t(x, ξ)) ∈ S−1 et :
∂
∂t Op(qt) + [Op(a),Op(qt)] = Op(rt)

q0(x, ξ) = p0(x, ξ)
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avec rt ∈ S−∞ pour tout t, uniformément en t sur tout compact de R.

5. Soit f ∈ H−∞. Montrer que, pour tout t, S(t, 0)P0S(0, t)f −Op(qt)f ∈ H∞.
[Indication : commencer par montrer que, pour tout t, S(t, 0)P0f−Op(qt)S(t, 0)f ∈
H∞.]
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