Chapitre 2, exercice 6

1. On va montrer les implications suivantes :
(@) = (b), ()= (), (cJ=(d), (d)= (a)

Cela suffit pour assurer que les propriétés (a), (b), (c), (d) sont soit toutes vraies a la fois, soit
toutes fausses a la fois. Cela assure donc qu’elles sont équivalentes.

Montrons (a) = (b).
On suppose que (a) est vraie : U est dense dans R. D’apres la définition de la densité, la
propriété suivante est donc vraie :

pour tous les réels a, b tels que a < b, 'ensemble UN]a; b[ est non-vide. (1)

Démontrons que (b) est vraie. Soient z un réel quelconque et e un réel strictement positif
quelconque. Il faut montrer que UN]xz — €; x + €| est non-vide.

On applique la propriété 1, pour les réels a = z — € et b = x + € : elle dit directement que
I'ensemble UN]a; b= UNjx — €; 2 + €] est non-vide.

Montrons (b) = (c).
On suppose que (b) est vraie :

Vo € R, Ve > 0,UN|x — € x + €[ 0. (b)

Démontrons que (c) est vraie. Soient = € R et n € N* quelconques. On applique la propriété
(b)axetae= % > 0. La propriété dit alors que U N ]:v — %; x+ H est non-vide.

Montrons (¢) = (d).

On suppose que (c) est vraie :
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Démontrons que (d) est vraie. Soit z € R quelconque. Construisons une suite u dont tous les
termes appartiennent a U et qui converge vers x.

Pour tout n € N, soit u,, un élément de U N ]x n—ﬂ,x + n—ﬂ{ Cette définition est valide
puisque, d’apres la propriété (c), un tel élément existe.

On obtient ainsi une suite u dont tous les termes appartiennent a U. Montrons qu’elle converge
vers x, ¢’est-a~-dire montrons que Ve > 0,3N € N,Vn > N, |u,, — z| < e.

Soit € > 0 quelconque. Montrons qu’il existe N eN tel que, Yn > N, |u, — x| < e.

On remarque que, pour tout n, u, € }x T+1’ T+ =3 [ c’est-a-dire que |u, — x| < -
Posons N = F (%) Pour tout n > N, d’apres la remarque qu’on vient de faire,
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Montrons (d) = (c).
On suppose que (d) est vraie :

Pour tout x € R, il existe une suite v dont tous les termes appartiennent a (d)
U et qui converge vers x.

Démontrons que (a) est vraie. Il faut montrer que, pour tous a, b € R tels que a < b, 'ensemble
UnNla; b| est non-vide.

Soient a,b € R des réels quelconques tels que a < b. Montrons que UN]a; b[ est non-vide.

Soit x = “TH’ (remarque : n’importe quel réel de l'intervalle ]a;b[ aurait convenu; il aurait
simplement fallu modifier un peu la suite de la démonstration). D’apres la propriété (d), il
existe une suite u dont tous les termes appartiennent a U et qui converge vers x. Soit u une
telle suite.

Puisque u converge vers “T’Lb, tous les termes de u appartiennent a |a;b[ a partir d'un certain
rang : en effet, si on applique la définition de la convergence avec € = b;“ > (, on obtient qu’il
existe N € N tel que, pour tout n > N, |u, — “T*b\ < b’T“, c’est-a-dire wu,, €la;b[. Soit un tel
N e N.

D’apres la définition de N, uy €la; b[. De plus, d’apres la définition de u, tous les termes de u
appartiennent a U. Donc uy € UNJa;b|. Donc UN|a; b| est non-vide.

2. Soit x € R quelconque. Montrons qu’il existe une suite u croissante, dont tous les termes
sont rationnels et qui tend vers x.
On définit u par récurrence :

e Soit uy € QNjx — 1; z[ quelconque. (On sait qu'un tel réel existe : QN|z — 1; [ est non-vide
puisque Q est dense.)

e Pour tout n, si on a défini ug, uy,...,u,_1, on définit u, de la maniere suivante :
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— sl up—1 < @ — =5, on pose u, un élément quelconque de Q N ]m — T x[ (I'intersection

est non-vide, puisque Q est dense, donc la définition est valide).

D’apres la définition, tous les termes de u sont rationnels. Montrons que u vérifie les trois
propriétés suivantes :

(1) pourtoutneN,x—n%rl<un<x;

(2) la suite u est croissante;
(3) la suite u converge vers .

Les propriétés (2) et (3) sont celles qu’il nous faut démontrer pour résoudre la question. La
propriété (1) nous sera utile pour démontrer (2) et (3).

Montrons la propriété (1) par récurrence sur n.
Pour n = 0, la propriété est vraie : v — 1 < ug < .

Soit maintenant n > 0. Supposons que la propriété est vraie pour n — 1 : x — % < Up_1 < .

Montrons que la propriété est vraie pour n, c’est-a-dire montrons xr — n%rl < U, < T.



Sity,_1 > x— #1, on a U, = Up_1. Ainsi, u, = U,_1 > r — %4—1 et, par hypothese de récurrence,
Up = Up_1 < T. Doncx——<un<x

D’un autre coté, si u,—1 < v — }rl, on sait, d’apres la définition de u, que w, appartient a
}x—n—w [ Doncx——<un<x

Montrons la propriété (2).
Soit n € N quelconque Montrons que u, < Upi1.

Siu, >x— n+2, alors u, 11 = u, donc u, < U,y.
Si, au contraire, u, § xr — ?, alors, d’apres la définition de u, u, 1 appartient a ]x — n—H, m[
Donc w11 > x — n+2 > Uy Ainsi, w, < Upyq-
Montrons la propriété (3).
Soit € > 0 quelconque. Montrons qu'’il existe N € N tel que, Yn > N, |u, — x| < €.
Soit N = E(1/¢€). Pour tout n > N,
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D’apres la propriété (1), pour tout n € N, u,, —x € ]—n%rl; O{ donc |u, —z| < T+1 Ainsi, pour

tout n > N,
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