Corrigé de I'exercice 21 bis

1. On a pour tout z €] — 1; +o0],

22
In(l+x)=12— 5+ 7?6 ().
Ainsi, pour tout x €] — 1; +00[—{0},
1 1 1 1

r In(l+z) =z z-— %2 + 2261 ()
—’”2—2 + 2261 ()
z(xr — %2 + x2¢1(x))
_ —:+eal(z)
1 — 5 +ze(n)

sin(x)

> 0 et

2. Pour tout x €]0;7[, sin(z) > 0 et z > 0, de sorte que
In (S‘“xﬂ> est bien défini. Ainsi, la fonction considérée est bien définie au
moins sur |0; 7[; étudier son éventuelle limite en 0% a un sens.
Tachons de trouver un DL a l'ordre 2 en 0 de x — In (#)

On connait le DL a Pordre 3 de sin en O :

3

Vo € R, sin(z) =z — % + 23ey().
On a donc )

sin(x) —1_ % + 2265(2).

Ve € R,
T



sin@) 229 1 On peut donc obtenir un DL & l'ordre 2 en 0 de

) en composant le DL qu’on vient de trouver pour z — %

En particulier,

sin(x)

xT

r — In
et le DL a l'ordre 2 de In en 1, qui est :

(z— 1)

Vo e RY, In(z) =In(1+(z—-1))=(zx—1) — 5

+ (z — 1)%e3(x).

La composition donne :

Vz €]0;7[, In (%) = —%2 + 22ey(z).

On en déduit que, pour tout z €]0; 7|,

iln <%> = —% + e4(x),

et donc que

3. Notons f : z — Vet g:x € Rt — /z. On doit étudier le

sin(z)—x
comportement en 0" de la fonction f o g. Puisque g LN 07, il suffit d’étudier
le comportement de f en 0. Pour cela, nous allons effectuer un DL en 0 des
numérateur et dénominateur de f.
Commencons par le dénominateur. Pour tout x € R,

1‘3

sin(x) —z =z — 5 + 2les(x) —
3

= —% + 23e5(z).

Effectuons maintenant un DL du numérateur en 0 a 'ordre 3'. On obtient
d’abord, en composant les DL de sin et de # — 22 en 0 :

Vo € R, sin(z?) = 2* + v'es().

1. & Pordre 3 car le premier terme non-nul du DL de 2 — sin(z) — x est celui d’ordre 3



Ainsi, pour tout = > 0 assez petit,

Vsin(22) = /22 + zteg(x)
= 2/ 1+ 2%¢4(2).

En composant  — z%eg(z) avec le DL en 0 de * — /1 + z, on en déduit
que, pour tout x > 0 assez petit,

Vsin(22) = z(1 + 2%e;(z))

=z + 2% (),

c’est-a-dire
sin(2?) — r = 23e;(2),

Maintenant que nous avons obtenu les DL des numérateurs et dénominateurs
de f, nous pouvons conclure : pour tout z > 0 assez petit,

sin(z?) — x ez (x)
f(:L‘) = : = T 3 3
sin(z) — —%& 4 23es(x)
_ €7(x)
1-— €5 (I)
z—07F 0.
Ainsi, £ 50 et —Svij(i“(j))_‘ﬁ 2200 ),



