Corrigé de I'exercice 1.32

Soient z,y € R et z € RT quelconques.

(a) Montrons que = < |z|.

Premier cas : x > 0. Alors |z| = = donc |z| > x.

Deuxieéme cas : z < 0. Alors |z| = —z > 0 > x donc |z| > x.

(b) Montrons que (|| = 0) <= (x = 0).

Montrons que (|z| = 0) = (x = 0).

Raisonnons par contrapposée et supposons x # 0. Le réel x est alors soit
strictement positif, soit strictement négatif.

Siz >0, |z] =2 >0 donc |z| #0.

Sixz <0, |z] = —2 >0 donc |z| # 0.

Dans tous les cas, on a |z| # 0.

Montrons que (z = 0) = (|| = 0).

Supposons x = 0. D’apres la définition de la valeur absolue, |z| =z = 0.

(c) Montrons que |zy| = |z||y|.

Premier cas : = 0.

Puisque zy = 0, |zy| = 0. De plus, |z| = 0 donc |zy| = 0 = |z||y|.
Deuxieme cas : © # 0 et y = 0.

Puisque zy = 0, |zy| = 0. De plus, |y| = 0 donc |zy| = 0 = |z||y|.
Troisieme cas : © > 0 et y > 0.

Dans ce cas, zy > 0 donc |zy| = xy = |z||y|.

Quatrieme cas : x > 0 et y < 0.

Dans ce cas, zy < 0 donc |zy| = —xy = z(—y) = |z||y|.
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e Cinquieme cas : z < 0 et y > 0.

Dans ce cas, zy < 0 donc |zy| = —zy = (—x)y = |z|]y|.
e Sixieme cas : x < 0 et y < 0.

Dans ce cas, zy > 0 donc |zy| = zy = (—z)(—y) = |z||y|.

(d) Montrons que (Jz|] < 2) <— —z2z<z < z.

e Montrons que (Jz| < z) = (—z <z < z).
Supposons |z| < z. D’apres la propriété (a), z < |z| et —x < | —z| = ||,
ce qui entraine que —|z| < z. Ainsi,

—z < —Jz| <z <z[ < 2

Donc —z <z < z.
e Montrons que (—z <z < z) = (|z| < 2).
Supposons —z < x < 2.
Siz >0, |z]=2 <z
Siz <0, |z|] = —x. De plus, comme —z < z, on a —x < z donc |z| < z.
Dans tous les cas, on a bien |z| < z.



