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1. DL en zy = 0 a l'ordre 3 de la fonction f : z — (In(1 + x))*?

Cette fonction est le produit de (z — In(1 + z)) avec elleeméme. On va donc utiliser les regles
de calcul des produits de DL.

[On peut aussi voir f comme la composée des fonctions (z — 2?) et & — In(1 + z) mais il est
plus simple de calculer un produit de DL qu'une composée de DL.]

On sait qu'il existe une fonction €; :] — 1; +00[— R telle que ¢ 20 et, pour tout = > —1,
2 3
In(l+z)=x— % + % + %€ ().
On en déduit qu’il existe €; ;] — 1; +00[— R telle que €, %0 et, pour tout x > —1,

( ——+—+x61( ))2

= 2% — 2% + 26y ().

[On aurait pu écrire chacun des dix termes du carré puis une expression explicite pour €; mais
ce n’était pas utile. Ici, j'ai directement < incorporé dans le reste > tous les termes de degré
strictement supérieur a 3 obtenus en développant le carré.]

2. DL en zy = 0 & Pordre 3 de la fonction f: 2 — /1 + 1+ 27

On peut écrire f comme une composée : f = goh avec g = h = (x — \/H-—x) Pour obtenir le
DL de f en x5 = 0 a l'ordre 3, il faut composer le DL de h en xy = 0 et celui de g en h(xy) = 1.
[Attention a bien utiliser le DL de h en 1 et pas en 0!]

Le DL de h en 0 a l'ordre 3 est donné page 36 du poly : il existe ¢; telle que € %0 et, pour

tout x > —1,
2 3

ha) =VIta=1+7 - T+ +atal). (1)

Calculons maintenant le DL de g en 1 a l'ordre 3. Pour tout x > —1,

glz)=vV1+zx
=2+ (x—-1)
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Le DL de (93 — 4 /1+ u) en 1 s’obtient en composant le DL de ([E — IT_l) en 1 et le DL de
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(x = v1+x)en = 0 (que nous avons déja écrit dans I’équation (1)). Pour tout z > —1,

si on pose €(z) = %61 (“TZ;I) pour tout x, fonction qui tend vers 0 quand x tend vers 1 puisque

€; tend vers 0 en 0.
Ainsi, pour tout x > —1,

r—1 (x—172 (z—1)3 5
=v2|1 — -1 .
g(x) \f( + = gt Vel
[Un DL en 1 doit s’écrire sous la forme ag+ay(x—1)+as(z—1)*+--+a,(x—1)"+(x—1)"€(x) ;
il ne faut surtout pas développer les puissances de x — 1!]

On peut maintenant composer les DL trouvés pour g et h : il existe des fonctions €3, ¢4 tendant
vers 0 en 0 telles que, pour tout x > —1,
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73+ 2ey(z).
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3. DL en 2y = 2 a l'ordre 3 de la fonction f: 2z — In (1 + %) ?

On remarque que f peut s’écrire comme la différence de deux fonctions un peu plus simples :

pour tout x > 0,
1
o) = (25)

=In(x +1) — In(z)
= g(z) — In(z)

si on définit, pour tout z, g(x) = In(z + 1).
Pour calculer le DL de f en 2, il suffit de calculer les DL de g et In en 2 et d’en faire la différence.
Commencons par le DL de g en 2. Pour tout x > 0,

g(z) =In((x —2) +2+1) =In(3 + (z — 2)) = In(3) + In (1 + xT_2> .

Le DL de z — In (1 + ‘%2) au point 2 s’obtient en composant le DL de z — “”63;2 en 2 et celui
de  — In(1+ ) en 232 = 0.
Le DL de x — In(1 4 z) en 0 est un DL de référence : on sait qu’il existe € :] — 1;+o00[— R

telle que €; 20 et, pour tout z,
2 2

In(l+z)=z-— 5 + T + 23¢) ().

Ainsi, il existe €5 une fonction telle que €, 20 et, pour tout x > 0,

g(x) =In(3) + z g 2 (%) + <x%3) + (z — 2)%ey(x)
— () + x g 2 (z 182) 1 (z ;12) +(z — 2)%(x).

Le DL de In en 2 s’obtient de la méme maniere : il existe €3 telle que €3 20 et, pour tout
x>0,




Déduisons-en finalement le DL de f. Il existe une fonction €4 telle que €4 20 et, pour tout
x>0,

R

_ (m(z) + 2 2_L - G ;42) ) (2 — 2eu(a)

=In <§> - T 5(55 —2)% — %(m —2)% + (7 — 2)%eq().




