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1. Calculer la limite en 0 de (a: — o= m)

On effectue le développement limité de (z — In(1 + z)) en 0. Il existe € :] — 1; +00[— R telle
que €; > 0 et, pour tout x €] —1; 400,

2

In(l+z)=x— % + 2%e) ().

Ainsi, pour tout z €] — 1; +o00[—{0},
1 1 1 1

r In(l4+z) =z x—§+x261(:ﬂ)

2. Calculer la limite en 0T de (a: — m% In (#))

sin(x) sin(x)

Pour tout = €]0; 7], sin(z) > 0 et x > 0, de sorte que > 0etln (—) est bien défini.

X

Ainsi, la fonction considérée est bien définie au moins sur |0; 7[; étudier son éventuelle limite
en 0% a un sens. '

Tachons de trouver un DL & l'ordre 2 en 0 de (a: — In <Sm(m)>>. Pour cela, il est utile de

T

commencer par le DL a l'ordre 2 de (z — sz—(z)>

On connait le DL a l'ordre 3 de sin en 0 : il existe €5 : R — R telle que €, 50 et

ZES

Vo € R, sin(z) =z — - + 236y ().



On a donc '
Vz € RY, = 1—x—+l‘262($).

In (Smx(x)> —In (1 - %2 + x%z(:p)) .

On peut calculer le développement limité a 1'ordre 2 en 0 de cette fonction en composant

Ainsi, pour tout z €]0; 7|,

<$ — —% +x262(x)> et le développement limité a l'ordre 1 de (x — In(1 + z)) en —% +

0%€5(0) = 0. Tl existe €3, €4 tendant vers 0 en 0 telles que

Vrel—Litoo],  In(l+g) =z + zes(x)
et
vz el0:n, In (Sinlf“’)) _ (—%2 4 33262(33)) + (—%2 + aﬂ@(g;)) . (—%2 4 x%Q(m))
= —%2 + 2%e4(z).

On en déduit que, pour tout z €]0; 7|,

et donc que

. + \/sin(z)—+v/z
3. Calculer la limite en 07 de (m = D —vVE )

\/sin(z?)—z . . .. .
Notons f : z — Sm(iﬁ et gz € R" — /. On doit étudier la limite en 0" de la fonction

+
fog. Puisque g 55 0%, il suffit d’étudier la limite de f en 0F. En effet, si f admet une limite
en 0T, on a, par composition de limites,

\/m_ﬁ— o a0 im
VYL~ Fog(a) = i

Pour cela, nous allons effectuer un DL en 0 des numérateur et dénominateur de f. Commengons
par le dénominateur. Il existe €5 : R — R telle que €5 %0 et, pour tout z € R,

23
sin(z) —z =2 — = +2%es(z) — 2

6



3
x
== + 23es().
Effectuons maintenant un DL du numérateur en 0 & ’ordre 3 !. On obtient d’abord, en composant
les DL a lordre 2 de sin et de (x — 2?) en 0, existence de €5 : R — R telle que €4 20 et
Vz € R, sin(z?) = 2 + 2%¢6(2).

Ainsi, pour tout > 0 assez petit,

Vsin(z?) = /22 + xleg ()
=2/ 1+ 22¢4(x).

En composant x — z%eg(z) avec le DL en 0 a l'ordre 2 de  — /1 + z, on en déduit qu’il existe

€7 telle que €7 %0 et, pour tout x > 0 assez petit,

Vsin(z2) = z(1 + 2267 ()
=z + 2Per(z),
c’est-a-dire

sin(z?) — x = 2%e;(2),

Maintenant que nous avons obtenu les DL des numérateur et dénominateur de f, nous pouvons
conclure : pour tout z > (0 assez petit,

sin(z?) — x r3er(x
f(17> _ i ( =— 7(3 )
sin(z) — x — & + 23e5(x)
I er(z)
1-— 665(37)
=00,
Ainsi, f 5 0 et YER@ZVT 2208 )

sin(y/z)—

B

1. alordre 3 car le premier terme non-nul du DL de z — sin(z) — = est celui d’ordre 3



