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Enoncé
Soit f : R — R la fonction définie par

Vz €R, f(z)= Va3 +6x2—5.

Ecrire I’équation de la tangente au point d’abscisse 2 et trouver la position du graphe de f par
rapport a cette tangente.

Solution

1. Justification de 'existence de la tangente

Attention : méme si ce n’est pas explicitement demandé, il convient de justifier I'existence de
la tangente, c’est-a-dire la dérivabilité de f en 2.

La fonction (z — /7) est définie sur R tout entier, de méme que la fonction (x — 23 +62% —5).
Ainsi, f est la composée de deux fonctions définies sur R : elle est également définie sur R.
De plus, la fonction (z — ¥/x) est dérivable sur R* et la fonction (x — 2 + 62 — 5) est
dérivable sur R. D’apres le théoreme de dérivabilité des fonctions composées, la fonction f est
dérivable en tout réel zy tel que zj + 625 — 5 € R*%. On peut appliquer ce résultat & zop = 2
puisque 23 + 6.22 — 5 = 27 > 0 : f est dérivable en 2. Elle admet donc bien une tangente au
point d’abscisse 2.

Attention : la fonction (x — /x) n’est pas dérivable sur R. La proposition 2.9 du poly de
pré-rentrée calcul garantit que cette fonction est dérivable sur R7. En fait, il se trouve qu’elle
est aussi dérivable sur R* . En revanche, elle n’est pas dérivable en 0!

2. Calcul du DL de f au point 2 a 'ordre 2
Pour tout x € R,

f@)=Y2+(x—-2)3+62+ (r—2))2-5
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Pour tout x € R, définissons

o) = 3 (0= 2) + or— D+ oo~ 2)

On peut calculer le DL de (x — {’/1 +3@-2)+3(z—-2?2+5(z— 2)5> en 2 a l'ordre 2 en

composant le DL de g en 2 (& l'ordre 2) et celui de (z — v/1+x) en g(2) = 0 (& Pordre 2
également).
Pour tout x € R,

o) = 50 =2 + 50— 27 + oola —2° = 5(0 —2) + 5 (& — 2" + osl(x — 2)")

et
2

\3/1—1—1;:(1—}—3:)1/3:1—1—%—%—1—00(332).

On a donc, pour tout x € R,

f(z)=3 <1 + %(a: —2)+ %(f —32)2 + 0s((z — 2)?)
Az —2)+ 4z — 22 + 0s((2 — 2)2))°
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=345 (r—2) - Qi?@ — 92+ op((z — 2)2).

3. Conclusion

On déduit du développement limité qu'on vient de trouver que f(2) = 3 et f'(2) = 3. La
tangente au graphe de f au point d’abscisse 2 est donc la droite d’équation
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Pour tout x € R,

27
= (v —2)° (—;7 + 02(1)> :
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Attention, ce n’est pas parce qu’on a abandonné la notation < € » pour utiliser < 0y > qu’il
faut cesser de justifier rigoureusement la position relative du graphe et de sa tangente une fois
qu’on a calculé le développement limité d’ordre 2!

La fonction dans la parenthese, (2 — —5- 4 02(1)), tend vers —5+ en 2. D’aprés la définition

de la convergence, il existe n > 0 tel que, pour tout = €)2 — n;2 + 7],
4+(1)€ 4 4 4+4_ 8.0
27 27 27 21 2r| |2 |
Fixons un tel n. Pour tout z €]2 — n; 2 + 7|,

4
—2—7 + 02(1) <0

et (v —2)*>0

done
fla) - (3+ %(9& - 2)) <0.

Le graphe de f est en-dessous de sa tangente au voisinage de 2.



