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Déterminer si les fonctions suivantes admettent une asymptote en +o00, ou en —oo. Si oui, la
calculer et déterminer la position de la courbe par rapport a 'asymptote.

L fi:2 €] —o00;—1]U[l;4o00[— Va2 + 1 —+z? -1
On observe que la fonction f; tend vers 0 en —oo et +00. En effet, pour tout = €] — co; —1] U
[1; +o0],

Va2 + 14+ Va2 -1
Va2 + 14+ Va2 -1

filz) = (Va2 +1— Va2 1)
B 2
IV ES

On sait que

r—+00

2 +1"7=° 4o0;

r—+00

% — 1757 +oo;
+
VT 2 b0,
Par composition, on en déduit

V22 + 17250 4oo;

—+
22— 17" +00.

Les opérations usuelles sur les fonctions admettant des limites nous permettent donc de dire
que

' Vo +1++v22 -1 (+00) + (+00)

La fonction f; admet donc pour asymptote en —oo et en +oo la droite d’équation

y = 0.

Déterminons maintenant la position du graphe de f; par rapport a 'asymptote. Pour tout
x €] — o00; —1] U [1; +o0],
2

= > 0.
Va2 +1+ Va2 -1

fi(x)



Donc la courbe est au-dessus de I’asymptote, en —oco comme en +o00.
1
2. forxeR* — %
Commengons par étudier la fonction en —oo.
Pour tout x € R*,
(xex>el/x
et —1

fo(z) =

. —— .
Puisque i 220 et exp est continue en 0,

el/e T 0 = 1,

De plus,
-1 0-1=—1.
Enfin, par le théoreme des croissances dominées, on a que

Tr—r—00 .
ze® " —" lim e* =0.

Tr——00
Au moyen des opérations usuelles sur les fonctions convergentes, on obtient donc
(ze®)el/* T 0x1 _ 0
et —1 -1

La fonction f; a donc une asymptote en —oo, la droite d’équation y = 0.
Déterminons la position du graphe de f5 par rapport a 'asymptote. Pour tout z < 0,

fo(x) =

exp (x + —) > 0; (une exponentielle est toujours strictement positive)
x

e” < e’ =1; (exp est strictement croissante)

donc e — 1 < 0.

Alinsi, pour tout x < 0,

T exp (:v + i)
L
Donc le graphe de f5 est au-dessus de son asymptote au voisinage de —oc.

Etudions maintenant la fonction en +oc.

On commence par mettre en facteur <« xe” > au numérateur et < e > au dénominateur : pour

tout r € R*,
Iea:el/x 61/90
b= G = (1_e—w> ~

> 0.

Nous allons ensuite effectuer des sortes de développements limités de (:c — e/ “”) et (:c — 1—i—z )

Pour (a: — e/ ””), utilisons le développement limité de exp en 0 a 'ordre 2 : il existe ¢; : R — R

telle que €; 20 et
2
VeeR, = 1+l‘+%—|—:€261(l’>.



En particulier, pour tout x € R*,

1 1 €1 (l)
Vo 14 24 = 4 2/ 1
e +x+zﬂ+ o (1)

. -+ 0 o .
Puisque % "0 et e — 0, on a par composition de limites

1Y\ « 00
€1 (-) —>—+> 0.
X

Pour (ac — ﬁ), utilisons le développement limité de x — H% en 0 a l'ordre 1 : il existe
€2 : R —{—1} — R telle que € 20 et
Vo € R, =1—1x+ xe(x).
1+ aelr)
En particulier, pour tout x € R*,
1
=1 T _ T (—e 7). 9
T +e e Tea(—e™ ") (2)

. 0 - o
Puisque —e™* 20 et €3 — 0, on a par composition de limites

e(—e™) 250,

Combinons les équations (1) et (2) : pour tout x € R*,

el/x 1 1 €1 % o —x
- = (14_;4_@4_%) (1+6 (1_62(_6 )))

1 1 €1 (l)
-]+ =y )
* T * 212 + 2
L et et etal(y) -
+ <€ —+ I -+ 2$2 -+ T) (1 — €2<—e ))

Posons, pour tout z € R*,

€ e3(x
=l4+—-4+5+ :
x 2z x2

De plus, comme € (1) “Z5° 0, ex(—e) =570, e "I 0 et ate " +xe ™ + 5 TTHT0

(par croissance comparée), les opérations usuelles sur les fonctions admettant des limites nous

garantissent que

es(z) =57 0.

w



D’apres 1’équation (3), on a pour tout z € R*,

et/ 1 e3(x)
= = 14+ — .
fa(x) x(1_6_$> rHlt oo+ —

Donc

ﬁ@w4x+nzi<%+%uoxj$0

et la fonction f, admet la droite d’équation y = x + 1 pour asymptote en +o0.
De plus, puisque €3 = 0, il existe M > 0 tel que, pour tout x > M,

1
les(z)] < 3
Fixons un tel M. Alors, pour tout z > M,
1 1
5 + e3(x) > 5 lez(x)| > 0,

d’ou

T \ 2

Le graphe de f5 est donc au-dessus de 'asymptote au voisinage de +o0.
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