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L’espace K[X] des polynomes a coefficients dans K (K = R ou K = C) est un espace vectoriel
sur K de dimension infinie.

a) Vérifier que les fonctions suivantes sont des normes sur R[X]. Pour tout P € R[X], on a
P(x)=3Y " aix",a; R i=0,...,n,

n
1Pl = lail,
=0

77777

Montrons que [|.||; est une norme.
e Positivité : une somme de valeurs absolues est toujours positive.

e Séparation : soit P(z) = >_"" ;a;x" un polynéme quelconque.

(1Pl =0) <= (Zmil:o)

< (Ja;| =0,Vi=0,...,n)
(Une somme de termes positifs est nulle si et
seulement si chaque terme est nul.)
— (a¢; =0,¥i=0,...,n)
<~ (P=0).



e Homogénéité : pour tout polynéme P(z) = Y_"  a;z" et tout réel A,

WPl =S P
=0

= lai
=0

i (Z w)

= [Al[|P]]1.
o Inégalité triangulaire : soient P(z) = Y Mjaax’ et Q(r) = D772 bz’ deux polynémes.

Montrons que ||P + Q|1 < ||P||1 + ||Q]]-
Posons n = max(nth) et définissons Apy41 = Qp42 = *°° = Qp = 07 et bn2+1 = bn2+2 =
-++=b, =0, de sorte qu’on a

n n

P(z) = Zaixz et Qz) = Zbﬂl
i=0 =0

(avec le méme < n > 1).
On a alors

1P+ Q= la + b

1=0

<> ail + [bil
=0
(inégalité triangulaire pour la valeur absolue)
=[IP[ls + [|Ql]1-

Montrons maintenant que ||.||2 est une norme.

e Positivité : une racine carrée est toujours positive.



e Séparation : soit P(xz) = > ;a;z’ un polynéme quelconque.

n 1/2
(1Pl = 0) = (Zw) 0

1=0

— (i(ai)Q = 0)

=0
— (af=0,Vi=0,...,n)
(Une somme de termes positifs est nulle si et
seulement si chaque terme est nul.)
— (; =0,¥i=0,...,n)
<~ (P=0).

e Homogénéité : pour tout polynome P(x) = > "  a;x" et tout réel A,

n 1/2
IAP]2 = (Z(Mi)z)

=0

" 1/2
= ()\2 Z(GZ)Q)

1=0

n 1/2
= ()\2) 1/2 (Z(ai)2>

= [A[1[Pl]2:

e Inégalité triangulaire : soient P et () deux polynomes. Comme précédemment, on peut
supposer qu’ils s’écrivent

n

P(x) = Zaixi et Qx) = szxl

=0

(avec le méme < n >).



On a alors

3

3

1/2

|]P+QH2—<Z (a; + b;) )
1=0 "

< (a;) +2Zalb +Z )

1=0

IN

n n 1/2 n 1/2 n
Z(ai)2 +2 (Z(az‘)2> ( (bz’)2> + Z(bi)Q

(par Cauchy-Schwarz)

n 1/2 n 1/2
(5] (5]
=[Pz + [|Ql]2-

Traitons enfin le cas de ||.||oo-
e Positivité : un maximum de réels positifs est nécessairement positif.
e Séparation : si P = 0, alors ||P||. = max{0} = 0.
Réciproquement, soit P(z) = Y a;z" un polynome tel que [|P|| = 0. Alors, pour tout
1=0,...,n
0<laif < max faj| =[Pl =

PERRRY L2

Donc, pour tout 4, |a;| = 0, ce qui entraine a; = 0. Donc P = 0.

e Homogénéité : pour tout polynéme P(z) = Y  a;z" et tout réel A,
[IAP]loo = max |Aai]

= max |\|]a
=0

PERRRY L2

= o, o

20y

= [A1P]eo-

e Inégalité triangulaire : soient P et () deux polynomes. Comme précédemment, on peut
supposer qu’ils s’écrivent

:iaixi et Qx Zbl’
i=0



Pour tout 2 =0,...,n,

|ai £ bs| < ai] + |b;] < max [a;[+ max [by| = |[Pl[oc + ||Ql]sc-
7=0,...,n k=0,...,n

Chacun des nombres |a;+b;| pour i = 0, ..., n étant inférieur & || P||oo +||@|| 0, leur maximum
I'est aussi :

1P+ Qoo = max fa; +bil < [[Plloc + [|Qll.

Remarquer que

[|P[]x
n+1

< |[Pllee <[Pl < [[P]ly <V +1[[Pll2 < (0 + D[ P[]

Soit P € R[X]. On note P(z) = Y1 ja;x" et on définit a = (ao,...,a,) € R**. On observe
que
1Pl = llalls,  [IPll2 = [lall2,  [[Pllse = llalloo,

ol |-[|15 ]/ |]-]|ee SOt les normes sur R™™! définies comme a 'exercice 1.7 (avec R au lieu
de R™).

Ainsi, la suite d’inégalités démontrée dans la question b) de I'exercice 1.7 (ou il faut remplacer
<n > par < n+ 1 ») entraine exactement celle qui nous est demandé ici.

b) Montrer que ces normes ne sont pas équivalentes deux a deux (considérer P,(z) = "  x').

Pour tout n € N, on définit P, comme dans l'indication et on observe que

1Pl =) 1=n+1;
i=0

N 1/2
imle= (3o¢) - vard
1=0

[|Pollo = max 1 =1.
1=0,...,n

Raisonnons par I’absurde et supposons que ||.||; et ||.||2 sont équivalentes. Soient Cy,Cy > 0
telles que, pour tout polynome P,

Cil[Pll2 < [Pl < Col[ P2
Pour tout n, si on applique cette double inégalité a P = P,, on en déduit
Civn+1<n+1<Cewn+1.

En particulier, vn + 1 < (5 pour tout n. C’est absurde car v/n + 1 — 400 lorsque n — +0o0,
tandis que Cy 4 +00.



De méme, supposons par 'absurde que ||.||1 et ||.||oo sont équivalentes. Soient C, Cs telles que,
pour tout P,
C1[[Pllos < [Pl < Col|Pl|oo-

On en déduit que, pour tout n, n + 1 = ||P,||1 < Cs||Pulleo = C2, ce qui est absurde.
Enfin, supposons par l'absurde que ||.||2 et ||.||oc sont équivalentes. Soient Cy,Cy telles que,
pour tout P,

C1[[Pllos < [|Pll2 < Col|Pl|oo-

On en déduit que, pour tout n, vVn + 1= ||P,||2 < C3||P,|| = C2, ce qui est absurde.

c) Soit Ro[X] 'ensemble des polynomes réels de degré < 2. Noter que Ry[X] est un espace
vectoriel sur R de dimension 3. ||.||1,]].||2 et ||.|| définies en a) sont des normes aussi sur
Ry[X]. Montrer qu’elles sont équivalentes dans Ry[X].

Tout polynome P de Ro[X] s’écrit sous la forme P(z) = Y a;z" avec n = 2. On déduit donc
de la fin de la question a) que, pour tout P € Ry[X],

1P
5 S|Pl < IPll2 < [[P]lx < VB3[Pl < 3]|P]|oc-

En particulier, pour tout P € Ry[X],

121
3

< 1Pz < [IP]s,

donc ||.||1 et ||.]|2 sont équivalentes. De méme, pour tout P € Ry[X],

1Pl
R <Pl < 1P

donc ||.||1 et ||.]|s sont équivalentes. Enfin, pour tout P € Ry[X],
[1Pllec < 1Pz < 3[|P]o0,

donc ||.||2 et ||.]|co sONt équivalentes.



