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On va montrer a l'inverse que la nappe S; paramétrée par
I (u,v) = (ucos(v), usin(v), In(u)) (u>0,vel—mm|)
et I’hélicoide Sy paramétré par
g: (u,v) = (ucos(v),usin(v),v) (u>0,v€l—mmn)

ont méme courbure mais ne sont pas isométriques.

(i) Pour tout (u,v), calculer %(u, v) et %(u, v). Montrer que

def 1 af 10f
(61762) - ( 1+L%(u,v),5%(u,v))

forme une base orthonormale de T, .,)S;.

On a, pour tout (u,v),

a_f(u,v) = (cos(v), sin(v), %),

ou

—(u,v) = (—usin(v),ucos(v), 0).
On observe que

1

of B
H%(Uﬂfl}) - ]‘+u27

= u, <%(u,v), g—i(u,v)> = 0.

=

Cela entralne que

(61, 2) = ((cos(v),sin(v), =) (—u sin(v),ucos(v),O))

V1t u



est une famille orthonormale. Comme elle engendre D f(, ) (R?) = T(uv)S1, c’est une base
orthonormale de 7'y, S1.

(ii) Soit ' une application de Gauss de S; (c’est-a-dire une application continue & images
da\ns) 52, telle que pour tout p, Vfl € T,S7). Calculer, pour tout (u,v), V?(lw) (au signe
pres).

Soit (u,v) quelconque. Le vecteur V]*?(lu sy ©st I'unique (au signe pres) élément de R? tel que

. of
<V}9(u’v)a %(u, U)> =0;
. 9of
<y}g(u,'u)7 %(’U/, U>> = 0,
HVS(IU,U) =1

Notons-le (a, b, ¢) et calculons-le. Les équations se récrivent

acos(v) + bsin(v) + - 0;
u
—asin(v) 4+ beos(v) = 0;
>+ b+ =1

On a donc, si cos(v) # 0,

b = atan(v);
i

c=— ;
cos(v)

de sorte qu’au signe pres,

g1 cos(v)  sin(v) u >
v = (a,b,c) = , , — .
Flum) = (@b, ¢) < AT e Vite e

On vérifie que I’équation est toujours valable lorsque cos(v) = 0.

(ili) Soit (u,v) fixé. On définit

Vi€l —u:+oof, ~(t)= f(u+t,v);
Viel|—v—m—v+n, )= f(u,v+1).



Montrer que
€1

_1—|—u2;
€2

ita

(v 09)(0) =

(v51 0.8 (0) =

Pour tout t,

s _ .8
(7t oy)(t) = v

S1
Vi(utto)

_ cos(v) sin(v) B u+t
VIt @+6)2 1+ @+t)?2 I+ (u+t)?)

On dérive par rapport at en 0 :

N ucos(v)  wsin(v) 1 u?
(™ 09)(0) = <_(1+u2)3/2’ (14 u2)3/2’ m+ (1+u2)3/2)
- —MW(COS(U),SH](U), %)
T —|—1u2'

On procede de la méme fagon pour 9.



