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Ce document est constitué des notes que j’ai prises en vue d’'un exposé au séminaire de vulgarisation
Mathematic Park. Les deux sources principales que j’ai utilisées pour le rédiger sont
— < Introductory lectures on convex optimization : a basic course », de Yurii Nesterov,
Springer, 2003 ;
— les notes de cours de Sébastien Bubeck, disponibles sur son blog : https://blogs.
princeton.edu/imabandit/orf523-the-complexities-of-optimization/.

1 Introduction

Soit d € N*. Soit f : R? — R.

Probléme 1 : mu(}lf(x) =7
z€eR
Probléeme 2 : trouver x, € R? tel que f(z,) = minf(x)?

z€R4

(Dans tout I'exposé, on suppose qu’on ne considere que des fonctions qui ont des minimums, de
sorte que ces deux problémes ont une solution.)
On va s’intéresser au probleme 2.

Exemples :

1. (exemple donné par Edoardo Provenzi lors de son exposé a la conférence MIA 2018)
couleur a choisir pour remplacer une partie manquante d’une ceuvre d’art en minimisant
le contraste avec le reste de 1'ceuvre (d = 3 : une couleur se représente par un triplet de
réels) ;

2. reconstruction de I'image d’un objet a partir d’observations indirectes : ici, x représente
une image et f(x) est 'écart entre les observations réalisées sur la vraie image inconnue
et les observations qui auraient été réalisées si I'image avait été = (d ~ 10* — 10° : le
nombre de pixels dans une image) ;
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3. choix des parametres d'un algorithme dont on veut qu’il réalise une certaine tache : x
représente les parametres et f(x) quantifie 'erreur réalisée par 1’algorithme sur la tache
demandée lorsqu’on utilise les parametres x (d ~ 1 — 107).

On veut un algorithme qui calcule une approximation du minimiseur.
— FEn entrée : f et un réel € > 0.
— En sortie : 24pproe tel que

f(xappro:r:) < f(x*) + €.

Un algorithme naif consisterait a évaluer f en un tres grand nombre de points et a renvoyer le
point o1 on a obtenu la plus petite valeur. Si f vérifie certaines propriétés simples, cet algorithme
fonctionne. Néanmoins, il n’est pas tres intéressant en pratique, puisque le nombre de points ou
il faut d’évaluer f risque d’étre tres grand.

Ici, nous allons décrire des algorithmes qui permettent de calculer des minimiseurs approchés
avec un nombre d’opérations beaucoup plus faible et nous interroger sur le nombre d’opérations
minimimal possible.

2 Hypotheses

2.1 Convexité

La premiere est la plus importante.
Hypothese 1
La fonction f est convexe : pour tous x,y € Rd, pour tout ¢ € [0; 1],

f(A =tz +ty) < (1 —1t)f(x) +1f(y).

(Conséquence : si x est un minimum local de f, ¢’est un minimum global de f.)

2.2 Dérivabilité
Hypothese 2

La fonction f est dérivable sur R? : pour tout z, il existe ai(z), ..., a,(z) € R tels que
flz+ (h1,... b)) = f(x) + ar(z)hy + -+ - + an(x)hy,
pour tous hq,...,h, < petits >.

Plus formellement :

Pt Uy b)) = (F@)  aa(@hy + o+ (@) rasao,
(R, Bl
ce qu'on note f(z+ (hy,...,h,)) = f(z) + ar(x)hy + -+ - + an(x)hy + o(||(h1, - - -, hn)l])-




(La norme est la norme usuelle.)

Définition 2.1. Pour tout x € R, on note V f(x) = (a1(x), ..., a,(x)), avec ay(z), ...

réels définis précédemment. C’est le gradient de f au point x.
Avec cette notation, on a, pour tout x € Rd,
fl@+h)=f@)+{Vf(x),h) +o(l[hl]])  sih=(h,... ";).

(Le produit scalaire est le produit scalaire usuel.)

2.3 Gradient lipschitzien

Hypothese 3
Le gradient de f est lipschitzien : il existe L > 0 tel que, pour tous z,y € R,

IVf(z) = Vi)l < Lllz —yll.

A partir de maintenant, on suppose fixé un L vérifiant cette propriété.

2.4 Conséquence

Lemme 2.2. Pour tous x,y € R,

&)+ (VF(@)y — ) < F() < F(@) + (VH(a)y — )+ e —il*

Démonstration. Soit y € RY fixé.
Premiere inégalité
Pour tout ¢ € [0; 1], d’apres notre premiere hypothese,
I=t)f(z)+tf(y) = f((1—-t)z+ty).
Le membre de gauche est égal a f(z) +t(f(y) — f(z)) et le membre de droite a

fx+it(y —x) = f(z) +(VF(z),t(y — x)) + olt]|y — xl])
= f(@) +t(Vf(z),y —z) + o(t).

Done f(y) — f(x) = (Vf(x),y — ).
Deuxieme inégalité
Notons g : t € [0;1] — f((1 —t)x + ty). C’est une fonction dérivable et

gt) = (V1 -t +ty),y—x).
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Donc
fly) =9(1) = g(0)(= f(2)) + /01 (VA =t)e +ty),y — x) dt.
Pour tout ¢ € [0;1], par I'hypothase 3,
IVA((L =)+ ty) = Vf(@)|| < Ltz —yl],
d’ont
(VAL = t)x +ty),y — z) < (Vf(z),y — ) + Lt[[x — y||*.

Ainsi,
) < f(@) + / (V@) — ) + Lt||z — o] )t

= @)+ (V@)y— )+ Sl Il

3 Descente de gradient

Notre algorithme va construire une suite (2, ),en telle que f(z,) "3 min f. A chaque étape,
Tny1 sera défini en fonction de x,, de maniere judicieuse, de fagon a ce que f(z,11) soit le plus
petit possible.

Pour controler la vitesse de convergence de (f(x,) — min f),ecn, & chaque étape :

1. en utilisant (1), on majore f(z,4+1) en fonction de f(x,) et V f(x,);
2. en utilisant (1), on minore min f en fonction de f(z,) et V f(z,).

On en déduit une relation de récurrence entre f(x,) — f(x.) et f(x,11) — f(24).

3.1 Définition de x,,; et majoration de f(x,;1)

Soit n fixé.
Pour tout y, par (1),

F) < Fa) + (V) = ) + 5l — ol
2
= fan) = 57 9SG + 5 ||on = 7 ) —




Il est raisonnable de minimiser le membre de droite :

dé 1
Tyt & Ty — sz(xn)

On a alors

(o) < F ) = IV AP )

3.2 Minoration de min f

On applique (1) a y = 2, (o z, est un minimiseur de f) :

f(wn) +(Vf(xn), v — 2n) < f(2,) = min f,

donc

Fn) = min f < (Vf(0), 20— 2.) < IV F @) ln — .11
o @) mming g

||z — .||

En combinant avec (2) :

L (/) = min f?

f(@pg1) —min f < f(ﬁn)_minf_i 2 — 242

3.3 Vitesse de convergence de la descente de gradient
Théoreme 3.1. Pour tout n,

2L||wg — x.]|?

f(z,) —min f < -

Démonstration. La suite (||, — .|| nen est décroissante. En effet, pour tout n,

2 1
[[eni1 = @lP = llzn = 2] = 7 (V@) 20 — @) + F5 [V (@)
2
[ -

i 2
() = min ) + T (f(@n) = F(zni)

< lzn — 2.

La premiere inégalité provient du membre gauche de (1) et de I'inégalité (2).



De cette décroissance on déduit, pour tout n,

(f(xn) — min f)2
2L[|xo — x.|*

f(er-l) —min f < f(an) — min f —

donc
1 S 1 o 1
F@nm) —minf = f@n) —ming 1= ((f(2n) — min f)/(2L][z0 — .]%))
1 f(xn) — mlnf
zfmn—mmf0+2mm—aw)
1 1
f@n) —minf 2Lz — z |

D’ou, pour tout n € N*,

1 S n
F(ea) —min f = 2L{Jzg — .|
2L||zo — z.|?
- .

=  f(z,) —min f <

O

4 Bornes inférieures pour les méthodes de premier ordre

La descente de gradient est un algorithme de premier ordre : pour tout n € N, z,,,; est défini
par

Tny1 = An(Tos ooy Tn, f(20), -0y f(20), V(z0), ..., VI(z)), (3)

pour un certain choix de fonctions déterministes Ay, ..., A,,....

Théoréeme 4.1. Soit (A,)nen un ensemble de fonctions définissant un algorithme de premier
ordre. Soit N < % firé. Alors il existe une fonction f : R? — R conveze, dérivable, de gradient
L-lipschitzien telle que, si on définit (x,)nen par la relation (3) avec xy =0,

3L||zo — .||?

f(zy) —min f > SN 12

Démonstration. On va faire deux hypotheses simplificatrices. La premiere, qui peut sembler
forte, est que, pour tout n,

Tt € Vect{V f(xo),...,Vf(x,)}. (4)
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Il se trouve que cette hypothese simplifie significativement les définitions mais ne change pas le
mécanisme de la preuve.

(Pour voir comment se débarrasser de cette hypothese, on peut se référer aux notes d’Anatoli
Juditsky pour son cours de M2 <« Convex optimization, theory and algorithms >, disponibles sur
Internet.)

La deuxieme hypothese est qu’on suppose

Si cette hypothese n’est pas vérifiée, c’est-a-dire si N < %, il suffit de définir ' = 2N +1 < d,
de construire une fonction fy sur R? de la maniére qu’on va décrire dans un instant et de la
prolonger & R? de maniére < naive > en une fonction f. Cela complique légérement les définitions
mais ne change rien au principe de la démonstration.

On définit, pour tout n < d,

E,={(21,...,20,0,...,0),21,...,2, € R} C R?
On va définir une fonction f vérifiant la propriété suivante :
Vn € N,Vx € E,, Vf(z) € Epia. (5)

Cette propriété implique, en conjonction avec I'hypothese (4), que, si zy = 0, alors z,, € E,, pour
tout n. En particulier,

flzn) = min f(x)

z€FEN

et donc
f(zn) —min f > Iélin f(z) — min f.

En
Notre but est maintenant de choisir pour f une fonction convexe, dérivable et a gradient
lipschitzien, vérifiant la propriété (5), qui soit suffisamment simple pour que min,cg, f(z)—min f
puisse se calculer explicitement.
On va choisir f comme une fonction polynomiale de degré 2 :

d d
flzy,...,xq) = cte + Z o + Z BijTix;.
=1

ij=1

a1+, (B1,+B85,1);
Vf(xla"'axd):< : )

aatd; (Ba,j+B;,a)2; -

On a alors
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Pour que la propriété (5) soit vérifiée, on doit avoir

g =+ =aqaq =0;

Ainsi, (la constante étant indifférente), on peut chercher f sous la forme
f(@1, ... 2q) = anmy + Biaa] + Brax1xs + Booty + Postoxs + .. ..

Quitte a faire un changement de variable, on peut (plus ou moins) supposer que tous les f3; ; sont
égaux a une certaine constante 3 positive :

f(.%l, . ,ZL’d) = (1T + ﬁl’% + ﬁngll’Q + BI% + 52,31’21'3 4+ ....
On prend oy = —f et (3;;41 = — pour tout i :
flze, ... xq) :B(—xl—kx%—x1x2+x§—x2x3+...).

Cette fonction est convexe. Pour tout n, on peut de plus calculer son minimum sur F, ; on

obtient en particulier :
: g 1
— P
min f 5 i11)

win 7)== (1= 557 )

zeFE N 2 N + 1
En outre,
d+1 2
— P <—=Z(N+1
oo =l < = = SN +1)
et on peut vérifier que la fonction f est de gradient 43-lipschitzien. On prend donc = % et on
a
. L 1 1 L 3L ||z — z.|?
_ > — = >
f(xw) mlnf_S(N+1 d+1> 16(N+1) = 32 (N+1)2

]

Remarque 4.2. Le théoreme qui précéde montre que la convergence ne peut pas étre plus rapide
que O (UVJF;I)Z) st on autorise la dimension d a étre arbitrairement grande.

Si, au contraire, on suppose que d est fizée, le théoréme ne dit rien sur la précision minimale
possible au-dela des % premiéres itérations. Et de fait, en dimension fixée, il existe des algorithmes

de premier ordre a convergence plus rapide que O <m> (voir la méthode des < centers of

gravity > ).



5 Gradient accéléré

La vitesse de convergence de la descente de gradient est en O ( L ) alors que notre borne inférieure
est en O ( ) Cela suggere que la borne inférieure n’est pas optimale ou qu’il existe des méthodes
de premier ordre plus rapides que la descente de gradient. C’est la deuxieme hypothese qui est la
bonne. Dans le reste de I’exposé, nous allons décrire une méthode de premier ordre de précision
optimale (& la constante multiplicative pres), due a Yurii Nesterov.

Rappel sur la descente de gradient : on définit (x,,)nen par

1

Tp+1 = Tp — zvf(xn>

et, a chaque étape n,
1. on majore f(x,.1) en fonction de f(x,) et Vf(x,);
2. on minore min f en fonction de f(z,) et Vf(z,).
Deux erreurs de conception :

1. A I’étape n, le point ou on calcule le gradient est x,,, notre approximation de la solution;
il y a peut-étre un point ou le gradient est plus informatif.

Remede : notre nouvel algorithme va calculer simultanément deux suites, (x,)nen et
(Yn)nen- La premiere sera la suite des approximations et la deuxiéme la suite des points
ol on va calculer le gradient.

2. A Détape n, on majore f(z,41) et (surtout) on minore min f en fonction de f(z,) et
V f(z,) seulement. On ignore l'information qui provient de x, ..., Z,_1.

5.1 Minoration plus sophistiquée de min f

On note x, un point tel que f(x,) = min f. On suppose oy = 0 et donc ||xg — x.|| = ||z.||-
Soit n fixé. D’apres (1), pour tout k =0,...,n,

min f = f(z.) > f(ye) + (V. (Ur), T« — Ys) -

Imaginons que oz(”) .., a'™ sont des réels positifs fixés tels que o og](;‘) = 1. Alors

min f > Z Ozk +A(VF(r), T — Yr))

—Z% —(Vf(yr): vk)) <Z%)Vf Yk),® >



Notons S, = > 7, a,(cn)V f(yx) et imaginons que €, est un réel strictement positif fixé. Alors
1
min f > Za —(Vf(ye),y ))—|—<—Sn,enx*>
€n

20l (7o)~ (906)0) - \is

n

2|

>Za — (VS (yr), ) — IIS I” -~ nllx*H2~

Notons m,, ce dernier minorant.

5.2 Définition de (z,)nen €t (Yn)nen

Supposons n fixé. Comment définir x,, 1 et y,.1 a partir de zg,...,z, et yo, ..., yn?
Pour x,.1, on va garder la définition de la descente de gradient, en remplagant x,, par y,.1 :

1
L+l = Yn4+1 — va(ynJrl)'
Comment définir y,,,1 ? On veut pouvoir controler

f(@ny1) —min(f) < f(@p1) — Mppa

Peut-on choisir y,,1 de fagon a ce qu’il soit possible d’établir une relation de récurrence entre
f(zpy1) — mpy1 et f(z,) —m, ? Par exemple, on aimerait choisir y,,; de fagon a ce qu’a coup
str,

f(@ni1) = mpgr < A (f (@) — man),
pour un certain \,,1 € [0;1].
Insérons la définition de m,, et m,; dans cette inégalité. On veut :

n+1

1 1
(n+1) 2
Fon) = 3 of — (VI ) + 5 ISl + 5l P
€nt1
<A Za — (VF ) )) + 5og 1Sl + 22 )
= 2¢2 2"
Imposons
a(()nH) = /\n+104(()n)7 e aagnﬂ) = )‘n-i—la;n)a Ofgfll) =1-Aup
€nt+1 = )\n+1€n~
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On ne veut alors plus que

f(@ng1) = (1= A1) (f Wng1) = (VfWns1)s Yns1)) + 1S4l

5.2
2 n+1

1
< e (@) + 55 15.7)
en
En utilisant les inégalités

Fennr) < fonan) = 57 19 F )]
et f(yn+1> S f(l'n) - <Vf(yn+1)>xn - yn+1> )

on n’a plus qu’a obtenir

—LL||Vf(yn+1)||2 = At 1 AV (Unt1), T — Yny1) + (1 = A1) (Vf (Yns1), Yntr)

n+1
+ ga— ISl < JEH ISP
n+1

< _%va(yn-‘rl)HQ _ >\n+1 <Vf(yn+1),xn> —+ <Vf(yn+1)7yn+1>

1 2 n+1
+ 1Snall” < [1Sall”.
2¢2_, 2¢2

Puisque

n+1
Sy — Z a(n+1
= A1 (Z a,ﬁ”)vf(yk)> + (1= A1)V (Ynt1)
k=0
= X415 + (1 - )\n+1)vf(yn+l)7
cette derniere inégalité est équivalente a

o 19 F @I = A (V7 (in), 20) + (7 i) )

L (2(1 — Ant1) (S Vi (Yngr)) + %

2e2

||Vf(yn+1)||2> <0
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c’est-a-dire

1—Aat)? 1 1—M,
(ﬁ — ﬁ) ||Vf(yn+1)||2 + <€—2+15n - )\n+1$n + Yn+1, vf(yn+1)> S 0.

n

11 suffit donc de choisir A1 tel que

(1 —Xng1)? 1 (car A1 € [0;1]) € €2 el
pi1€2 2L n=itor Vo tare
et L
Yn+1 = )\n+1xn - E—QnHSn

Quelques manipulations algébriques (voir la derniere page pour plus de détails) permettent de
voir que I'algorithme qu’on vient d’obtenir est le suivant.

Data: La fonction f, un entier N.
On pose Ay = 0 et yy = xo = 0 (et, implicitement, €y = /L)
for n=1to N do

_ (1=An-1)? 4 .
An_1—+<1/1+m—1>,

Yn = Tp—1 + W(l‘n—l - xn—2);
(sauf si n = 1, auquel cas on pose y; = —1=21V f(0))
Tp = Yn — %vf(yn)a

end
Algorithm 1: Descente de gradient accélérée

Théoreme 5.1. La suite (x,)nen renvoyée par lalgorithme qu’on vient d’obtenir vérifie, pour

tout n,
2L

2
Démonstration. L’algorithme est construit pour garantir, pour tout n € N,

J(@pg1) = Mpg1 < Ay (f(20) — m).

f(xn) - HllIlf S

On a donc pour tout n € N

fzy) —min f < f(2,) — my
< A (f(xg) — myg)

. 1 2 L 2
W (ﬁHVf(O)H + Szl )
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La derniere inégalité utilise la lipschitziannité du gradient et le fait que V f(z,) = 0.

Si on pose, pour tout n, u, = 1%)\", la formule qui définit A, devient

:1+\/1+4u%_1>u !
2 - '

T3

Hn

On en déduit par récurrence que, pour tout n, u,, > 1+ 5. Ainsi, pour tout n,

A, >
n+2
Dou oL oL
T,) —min f < :13*2<—m* 2,
flan) =minf < el < ol

]

Remarque 5.2. L’algorithme que nous venons de wvoir est facile a implémenter et, comme
le garantit le théoreme précédent, sa précision est optimale (a constante multiplicative pres)
parmi ’ensemble des méthodes de premier ordre. Il présente néanmoins l'inconvénient d’étre
peu intuitif. En donner une interprétation < éclairante > est une question de recherche qui, a
ma connaissance, n'a toujours pas re¢u, G ce jour, de réponse totalement satisfaisante.

A Simplification de la formule de mise a jour de y,

D’apres 1'égalité
(1—Apy1)? I 0
2An1€2 2L 7

on a A\
Yn+1 +1% 1= )L

et, de méme,

An
Yn = )\nﬁn—l - ( Sn—l-

1—X,)L
En outre,

S = ASn1 + (1= M)V F(yn).

Combiné avec 'égalité \,S,—1 = (1 — \,)L(A\pzpn—1 — yn) qui vient de la formule d’avant, cela
donne

Sp = (1 - )‘n)L()‘nIn—l - yn) + (1 - An)vf(yTJ
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Ainsi,

An
Ynt1 = App1Zn — —e (1= A) LAwTn1 = Yn) + (1 = X))V (Yn))
(1 - )‘n-i—l)L
)\n—l-l)\n(l - )\n) )\n—l-l 1
)\nJrlxn 1— )\n+1 Tpn-1 1 )\n+1( ) Y L f(y )
_ )\n+137n . )\nJrl)\n(l - )\n) )\nJrl (1 N )\n)xn

[ Wt R
Aﬂﬂ) v, _ Ant1 ( )

:an+<)\n+1—1—|—

T At WP
An(1 =N,
=T, (1_—)\n+1)( n — xn—l)
On a utilisé le fait que
A= Ann)® &) e _ (1= An)?
)\n-i-l L L
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