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Exercice 1 (8 pts)

On considere une variable aléatoire X admettant une densité de la forme

fx (@ 8) = k2P 4 ().
Soit X1, ..., X, un n-échantillon de X.

1 (2 pts) Donner la condition sur 8 pour que fx soit intégrable. Déterminer k& en fonction
de B. Calculer E(X) et V(X).

2 (3 pts) Montrer que —log(X) suit une loi standard dont on précisera le parametre. En
déduire que f, = -1 —(n—1)(>_", log(Xi))_1 est un estimateur de 8 d’espérance 3.

3 (2 pts) On cherche a estimer la quantité P(X < 0.5). Calculer la fonction de répartition
associée a fx, notée Fx, et en déduire la valeur de cette probabilité en fonction de 5. Donner
I'estimateur bootstrap de P(X < 0.5).

4 (1 pts) On suppose qu'un seul des n z; est inférieur ou égal a 0.5. Quel est 'estimateur
bootstrap de P(X < 0.5) ? Calculer la variance bootstrap associée & cet estimateur.

Exercice 2 (4 pts)

Le but de cet exercice est de montrer la formule de Stirling. Soient X1, ..., X,, une suite
iid de variables aléatoires suivant une loi exponentielle de parametre 1. On rappelle la densité
d’une variable exponentielle de parametre \ :

f(x) = Ae M.

1 (1 pts) Montrer que la densité de Z =Y " | X; est
tn—l

fz(t) = e_tmﬂbo

2 (2 pts) On pose
Z—n

v
Montrer (en utilisant la question 1) que lorsque n tend vers l'infini

n+1/2,-n rl/4
P(Sc[0,1/4]) ~ "e/ e 2y
0

n—-+4oo n‘

S =

On rappelle le développement limité du logarithme log(1 +t) =t — % + % +o(t?)



3 (1 pts) A l'aide du théoreéme central limite, en déduire la formule de Stirling

nl ~ AV2rnn"e "

n—-400

Exercice 3 (3 pts)
Soient X1, ..., X, des variables aléatoires iid de loi X%. On rappelle les moments d’une loi

2
Xk
E(X)) =k, V(X))=2k

On note X,, = n~! Yo X
1 (1 pts) Soit g :x +— 2z, montrer que

Vi(g(Xn) — g(k) =5 N(0,02)

et trouver o2.

2 (2 pts) Trouver un intervalle I, ne dépendant que de X1,..., Xy, n et le quantile de la
loi normale ¢~ '(1 — a/2) tel que

Pnel,)=1—«

On rappelle que ¢~1(1 — a/2) = —¢p~H(a/2) et est tel que

o1 (1-a/2) ,—a?/2
/ dr=1-—«a/2
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Exercice 4 ( pts)



